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Ergebnisse der Tieftemperaturforschung’
XVIII. Die Atom- und Elektronenwirme des Platins zwischen 10° und 273° K

Von K. Crusius, C. G. Losa und P. Franzosint

Aus dem Physikalisch-Chemischen Institut der Universitit Ziirich
(Z. Naturforschg. 12 a, 34—38 [1957] ; eingegangen am 5. Oktober 1956)

An einem 205 g schweren Platinzylinder wird die Atomwédrme konstanten Druckes Cj zwischen
10° K und 0° C gemessen. Die Normalentropie bei 25° C ergibt sich zu 9,95 Clausius. Unterhalb
von 16°K 14t sich die Atomwirme als die Summe der Gitterwirme Cg, die dem T3-Gesetz folgt,
und der Elektronenwidrme C¢, die linear mit T verliduft, darstellen:

Platin: Cp=C1/=Cg+Ce=464',5 (1‘/221)3—‘}—15,8'10_;1 T.

Kok und Keesom fanden fiir den Koeffizienten des linearen Gliedes bei Heliumtemperaturen
16,1-10—% und Rayne erhielt ihn unterhalb von 1° K zu 16,5-10—4. Oberhalb von 20° K verursacht
die Elektronenwirme einen starken Abfall der Desveschen ©-Werte, wenn diese aus den auf Cy
korrigierten Cp-Werten unmittelbar berechnet werden; diese ©-Werte verschwinden bei 7T,=245°.
Beniitzt man den bei Helium- und Wasserstofftemperaturen giiltigen Wert von 16-10—* T fiir die Elek-
tronenwarme y T auch bei hoheren Temperaturen, so steigen die fiir die Gitterwdrme Cy=Cy»—Cg
berechneten G)g-Werte nach hohen Temperaturen abnorm an. Dies deutet darauf hin, daB die Elek-
tronenwérme zu grof3 angesetzt ist. Dagegen folgt aus einer von Crusius-BinLer aufgestellten Formel
7=10-10"4, ein Wert, mit dem Gg zwischen 90° K und der Raumtemperatur temperaturunabhingig
wird und zwischen 238 und 240° zu liegen kommt. Platin verhilt sich hinsichtlich seiner Elektronen-
wirme offenbar genau so wie sein leichteres Homologe, das Palladium, das auch einen temperatur-

abhédngigen y-Wert hat.

Kiirzlich beschrieben wir eingehender die Mog-
lichkeit, die Elektronenwirme der Ubergangs-
elemente zwischen 0° C und der Temperatur der
flissigen Luft nachzuweisen?. Dabei wurden unver-
offentlichte Messungen unserer Arbeitsgruppe am
Platin erwahnt, welche gut zu den vorgebrachten
Ansichten paliten. Platin ist ein interessantes Unter-
suchungsobjekt, weil sich bei Heliumtemperaturen
eine grole Elektronenwdrme nachweisen lafit3 4.
Sonst sind aber die Kenntnisse der Atomwéarmen
dieses Elements noch unzureichend. Nur Simon und
ZemLER haben 19 Werte zwischen 17,5 und 121° K
und weitere 5 Werte zwischen 198,2° und 208,3° K
angegeben .

In der vorliegenden Arbeit teilen wir die neuen
Messungen mit, welche die bestehenden Liicken aus-
filllen helfen. Dabei werden wir zeigen, daf} sich
auch im Aquipartitionsgebiet die Elektronenwirme
des Platins stark bemerkbar macht.

Versuchsanordnung

Das Platin (205,735g) war uns von der Firma
W. C. Heraeus, Hanau a.M., als ein Zylinder von
37,8 mm Lénge und 18,2 mm Durchmesser freundlichst
zur Verfiigung gestellt worden. Fiir dieses Entgegen-

1 K. Crustus u. W. Ercuesaver, Ergebnisse der Tieftempera-
turforschung. XVII. T3- und Pseudo-T 3-Gebiet beim Li-
thiumfluorid. Z. Naturforschg. 11 a, 715 [1956].

2 K. Cruswws u. H. H. Bturer, Z. Naturforschg. 10a, 930
[1955].

kommen, das die Untersuchung erst ermdglichte, moch-
ten wir allen beteiligten Herren bestens danken. Die
spektroskopische Analyse zeigte eine Reinheit von
99,94% an. Das Material enthielt auer 0,01% Pd und
0,03% Rh nur noch Spuren Fe, wihrend Spuren von
Ag, Cu, Ca und Mg an der Grenze der Nachweisbar-
keit lagen. In den Zylinder war zur Aufnahme des
0,05 mm dicken, seideisolierten Heizdrahts aus Kon-
stantan eine feine Nut mit V-Profil von 1,5 mm Stei-
gung eingeschnitten. Die Heizwicklung wurde mit
Japanlack und diinnstem Seidenpapier bedeckt, auf
welches 0,06 mm dicker Bleidraht aufgewickelt wurde.
Das Bleithermometer wurde mit O,- und Hy-Dampf-
druckthermometern geeicht und der Eispunkt zu
273,16° K angenommen. Die Abweichung vom Soll-
wert betrug bei 20°K etwa 1° und wurde mit der
Nernstschen a-Regel beriicksichtigt. Am oberen und
unteren Ende des Zylinders verhinderte ein mit 3 Spit-
zen versehener Eisendraht die Berithrung des Versuchs-
korpers mit dem kupfernen Schutzmantel. Die Warme-
kapazitit fiir Cu-, Fe- und Pb-Drihte wurde ebenso
wie fiir den Lack rechnerisch beriicksichtigt. Zwei ver-
schiedene Wicklungen wurden beniitzt, deren Ergeb-
nisse gut iibereinstimmen. Die Heizdrdhte hatten 275
bzw. 293 Ohm, die Bleidrihte 544 bzw. 565 Ohm
Widerstand bei 0° C.

Zur Berechnung der Temperatur wurde zwischen 20°
und 85°K die alte Tabelle Pb (1929) herangezogen ®,
oberhalb dieser Temperatur die Tabelle der Physika-
lisch-Technischen Reichsanstalt. Es ist dringend zu wiin-

3 J. A. Kok u. W. H. Keesom, Physica 3, 1035 [1936] ; Com-
mun. Leid. 245 a.

4 J. Ravne, Phys. Rev. 95, 1428 [1954].

5 F. Smmox u. W. Zemrer, Z. phys. Chem. 123, 383 [1926].

6 K.Crustus u. J.V.Vavcuey, Z.Kilteindustrie 36,215[1929].
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W 1 aw W 1 aw
) B

8 W, w, ar FE W, w, ar '*
21 0,03162 348 13 0,00818 2,18
20 0,02820 339 12 0,00615 1,88
19 0,02488 325 1 0,00442 1,50
18 0,02170 312 10 0,00207 1,30
17 0,01865 2,08 o 0,00183 0,97
16 0,01575 2,82 8 0,00102 0.63
15 0,01301 265 722 0,00062 038
14 0,01048 242

"_ Sprungpunkt

Tab. 1. Widerstandsverhiltnis und Temperaturkoeffizient des Widerstandes # bei T° K zum Widerstand W, bei 0° C fiir Pb

(1954).

| ‘ | | | |
Ir\g?}?é J T0abs. | C), (cal) Xf}?e - TOabs. C) (cal) I:g}?e T%abs. | C) (cal) ﬂg?li; ‘ Tabs. | C,), (cal)

: ‘ ! ! !

\
1I/4 | 10,63 | 0,0685 V/17 = 40,78  1.868 1/18 | 112,83 | 4,963 VI/1 | 201,39 5,793
V/6 10,81 | 0,0715 11/22 43,47 ‘ 2,089 1V/3 113,66 J 4,980 I11/2 203,25 | 5,840
V/1 11,18 | 0,0774 V/18 45,02 | 2,197 IV/14 | 117,24 ‘ 4,992 IV/29 | 203,78 & 5,850
II/11 11,23 | 0,0794 11/23 47,13 | 2,360 1/19 | 117,49 | 5,012 1/35 | 206,16 | 5,860
11/5 12,27 ; 0,0962 V/19 49,70 | 2,552 1V/4 118,43 | 5,067 VI/2 206,87 , 5,876
V/7 12,24 | 0,0986 11/24 50,83 @ 2,623 IV/15 | 122,36 | 5,129 I11/3 209,59 | 5,854
I1/1 12,88 ' 0,1098 V/20 53,58 | 2,793 1/20 | 122,45 ‘ 5,131 1/36 | 211,78 ! 5,887
V/2 12,95  0,1154 11/25 54,22 2,843 1V/5 122,78 | 5,126 VI3 213,33 | 5,911
I1/12 13,29 0,1185 I/1 57,08 3,016 121 | 127,36 @ 5,176 I11/4 215,32 | 5,881
11/6 13,89 | 0,1384 11/26 | 57,62 | 3,059 IV/16 | 127,74 | 5,185 II11/14 | 217,33 | 5,890
V/8 14,14 | 0,1445 V/21 | 58,19 | 3,053 IV/6 132,17 | 5,279 1/37 | 217,85 | 5,898
11/2 14,38 = 0,1470 12 | 59,86 | 3,187 1/22 | 132,77 | 5,269 VIi/4 218,87 ' 5,930
V/3 14,57 | 0,1513 /6 | 6094 3,232 IV/17 133,00 @ 5,264 II1/5 221,78 | 5,938
I1/13 15,33 | 0,1811 11/27 | 61,46 @ 3,267 IV/7 1 136,60 @ 5,308 IT11/15 | 223,09 " 5,913
11/7 15,61 = 0.1964 V/22 | 62,33 | 3,322 1/23 | 138,04 | 5,350 V1/5 225,39 | 5,951
/3 | 1619 0,2082 I3 | 62,69  3.335 IV/18 | 138,83 | 5.347 I0/6 | 227,56 | 5,952
V/9 16,24  0,2088 /7 | 62,91 | 3,346 1/24 143,43 @ 5,423 I11/16 | 229,54 ‘ 5,953
V/4 16,62  0,2226 11/28 ‘ 65,26 3,468 1IV/19 | 144,32 | 5,399 VI/6 | 230,99 } 5,986
11/14 17,54  0,2560 I/4 | 6582 3.491 1/25 | 148,65 | 5,454 I11/7 235,13 | 5,990
11/8 17,60  0,2594 I/8 | 66,71 | 3,533 1IV/20 | 150,34 | 5,470 II1/17 | 235,45 | 5,995
V/11 18,01 0,2752 I/9 | 71,13 | 3,736 1/26 | 154,23 \ 5,538 VI/7 237,31 i 6,028
V/10 18,59 | 0,3008 I/10 75,67 | 3,920 1V/21 ‘ 156,11 \ 5,507 II1/18 | 242,20 | 6,020
V/5 | 18,84  0.3129 I/11 | 8024 | 4,096 1/27 | 158,59 | 5,540 II/8 | 24237 | 6,033
11/9 19,65 | 0,3448 I/12 | 85,00 | 4,234 IV/22 | 162,36 | 5,581 VI1/8 242,82 | 6,012
/15 | 19,78 | 0,3520 IV/S | 87,34 | 4,207 1/28 | 165,34 | 5606 III/19 | 247,95 6,008
11/16 21,00 ‘ 0,4124 1/13 89,56 | 4,392 IV/23 | 168,15 | 5,640 II1/9 | 248,21 | 6,003
V/12 21,07 | 0,4206 Iv/9 92,22 | 4,455 1/29 | 170,74 | 5,659 VI/9 | 249,58 | 6,053
11/10 21,63 | 0,4430 1/14 94,21 | 4,496 IV/24 | 174,35 \ 5,672 I11/20 | 254,85 | 6,068
11/17 23,66 ‘ 0,5756 IV/10 | 97,18 @ 4,585 1/30 | 176,72 | 5,721 II1/10 | 254,95 | 6,087
V/13 24,04 | 0,5969 I/15 | 98,75 | 4,656 | IV/25 | 180,05 | 5,717 VI/10 | 255,16 | 6,080
11/18 26,88 | 0,7919 IV/11 | 101,97 @ 4,684 I/31 | 182,67 | 5,718 I11/21 | 260,65 | 6,080
V/14 27,52 | 0,8387 IV/1 L 102,05 4,686 IV/26 | 186,34 | 5,742 II1/11 | 260,69 | 6,093
11/19 | 30,69 1,098 1/16 | 103,45 | 4,752 1/32 ‘ 188,25 | 5,780 VI/11 | 261,67 | 6,101
V/15 ' 31,58 | 1,148 IV/12 | 107,04 | 4,795 Iv/27 } 191,84 | 5,785 VI/12 | 267,04 @ 6,100
11/20 34,86 | 1,408 I/17 b 108,05 4,852 1/33 | 194,37 | 5,798 IIT/12 | 267,18 | 6,092
V/16 35,89 | 1,486 IV/2 | 109,21 | 4,855 1IV/28 | 198,17 | 5,797 I11/22 | 267,83 | 6,065
11/21 39,42 1,776 IV/13 | 111,97 | 4,928 1/34 | 200,01 | 5,802 II1/13 | 273.53 | 6,168

‘ ‘ ‘ | “ 1 IIm/23 | 273,71 | 6,138

Tab. 2. Atomwirme von Platin (gemessen wurden 205,7354 g = 1,0546 g-Atome; Atomgewicht = 195,09).

MeBreihe Bad Mefireihe Bad
I am 15.7.55, fliissige Luft IV am 19.6. 56, fliissige Luft
II am 17.7.55, fester und fliissiger H, V am 30. 6. 56, fester und fliissiger H,
IIT am 21.7.55, festes CO, VI am 5.7.56, festes CO,

Reihe I, II, IIT mit 1. Wicklung; Reihe IV, V, VI mit 2. Wicklung.
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schen, dal} eines der groflen Kailteinstitute eine neue
einheitliche Tabelle fiir den Bleiwiderstand im gesam-
ten Temperaturbereich unterhalb 0° C ausarbeitet, die
modernen Anspriichen Rechnung trégt.

Unterhalb 20° wurden folgende Werte zugrunde
gelegt, die auf die Leidener Schule zuriickgehen 7:

Ergebnisse

1. Die Ergebnisse sind in Tab.2 zusammen-
gestellt. Fiir 0° C finden wir C, zu 6,119 cal/®. Die-
ser Wert stimmt innerhalb von +1% mit den Resul-
taten anderer Beobachter iiberein. Mit Ausnahme
von Gaepes Angabe handelt es sich dabei um die
Auswertung mittlerer spez. Warmen:

| Cpfir

| 27316°K
1900 | Benx® ‘ 6,204
1902 | Gaepe? 6,061
1918 | Wisst, MeutneEx und Durker 10 6,083
1936 | Jaecer und Mitarbeiter ! 6,121

Bei 20°K liegen die Werte von Kgeesom — Kok
etwa 5,6%, die von SimoN — ZEIDLER um 3,5% tiefer
als unsere Ergebnisse. Doch verringert sich die Dis-
krepanz mit steigender Temperatur rasch, so daf} im
Gebiet der fliissigen Luft weitgehende Ubereinstim-
mung herrscht. Ob die Unterschiede auf den sicher
verschiedenen Reinheitsgrad oder die thermisch-
mechanische Vorbehandlung des Platins zuriick-
gehen, 1aft sich nicht mit Sicherheit angeben. Jeden-
falls beniitzte Simon gezogene Drihte und Kersom
gewalzte Bleche, also mechanisch stark deformiertes
Material, wahrend uns ein kompakter, warm ge-
schmiedeter Block zur Verfiigung stand, der keine
wesentliche Kaltbearbeitung erfahren hatte.

2. Zur Umrechnung der Atomwirme C, auf C.
wurde zunachst die Beziehung

2 2 2
Cp -C,= = Zozl > i;/l (1)
bei 0° C exakt ausgewertet. Setzt man fiir den linea-
ren Ausdehnungskoeffizienten a;(0° C) = 8,84-1076
ein'?> und fiir die kubische Kompressibilitat

7 P.va~ per Leepex, Thesis for the Doctorate, Leiden 1940.
— W. J. pe Haas, J. pe Boer u. G. J. vax pex Bere, Physica
1, 115 [1933/34]; Commun. Leid. 233 b. — G. J. va~ pex
Berc, Physica 14, 111 [1948/49]; Commun. Leid. 247.

8 U. Benn, Ann. Phys., Lpz. (4) 1, 264 [1900].

9 W. Gaepg, Phys. Z. 4, 106 [1902/03].

7(0°C) =3,57-107 cm?/kg, so folgt mit der ront-
genographischen Dichte d(0° C) =21,46 und dem
neuerdings empfohlenen Atomgewicht 195,09

Cp _ Cr _ 7(7378784E 170*12'195,09'273.2

s =0.115 o
3,57-10—7-21,46-42,69 0,115 cal/

(2)

Die Temperaturabhingigkeit von C,—C, wurde
durch die Formel berticksichtigt:
Cplp=d TR D1 . Eop
6,1192-273,2
~1,12-1075C,2 T. (3)

Diese Korrektur ist einer Unsicherheit unterwor-
fen, die vom Einflufl der Vorgeschichte des Mate-
rials herrithrt und auf den Wert der Kompressibili-

Toabs.| Cp | Cp=Co  Co | 0(C | Ce | Co—Ce io(cu-c'p)
10 0,060 — 0,060 198 0,0106 0,0494 (211)
15 0,172 — 0,172 209 0,015 0,157 (215)
20 10,361 — 0,361 216 0,020 0,341 221
25 0662 — 0662 218 0,025 0,637 221
30 1,027 — 1,027 219 0,030 0,997 222
35 1,419 0,001 1,418 222 0,035 1,383 224‘
40 1,812 0,001 1811 224 0,040 1,771 226
45 2,201 0,002 2,199 225 0,045 2,154 228
50 | 2,566 | 0,004 2,562 226 0,050 2,512 229
60 | 3,187 0,007 3,180 228 0,060 3,120 232
70 | 3,686 0,011 3,675 229 0,070 3,605 234
80 | 4,065 0,015 4,050 232 0,080 3,970 238
90 | 4,386 0,019 4,367 232 0,090 4,277 241
100 | 4,649 0,024 4,625 231 0,100 4,525 242
110 | 4,884 0,030 4,854 228 0,110 4,744 241
120 | 5,073 0,035 | 5,038 224 0,120 4,918 | 240
130 | 5,240 | 0,040 | 5,200 218 0,130 5,070 @238
140 | 5,366 | 0,045 | 5,321 212 0,140 5,181 @237
150 | 5468 0,050 5418 208 0,150 5,268 238
160 | 5,560 0,055 5,505 202 0,160 5,345 | 238
170 5,642 0,061 5,581 195 0,170 5,411 | 238
180 | 5,708 0,066 5,642 188 0,180 5,462 | 239
190 5,767 0,071 5,696 180 0,190 5,506 = 240
200 | 5,827 0,076 | 5,751 168 0,200 5,551 @ 239
210 | 5,878 0,081 5,797 155 0,210 5,587 239
220 | 5,923 0,086 5,837 140 0,220 5,627 240
230 | 5,966 0,091 5,875 121 0,230 5,645 240
240 | 6,010 0,097 5,913 91 0,240 5,673 238
250 6,046 0,102 5944 50 0250 5694 238
260 6078 0,108 5970 — 0,260 5710 | 240
2732 1 6,119 0,115 6,004| — 0,273 5,731 | 240

Tab. 3. Atomwirme des Platins in cal/g Atom® zwischen 10°
und 273.2° K. Die Elektronenwdrme wurde zu 10-10-*7T
angesetzt.

10 F, Wist, A. Meutuey u. R. Durrer, Forschungsarb. Gebiete
Ingenieurwesens Heft 204, 28 [1918].

1t F. M. Jaecer u. Mitarb., Rec. Trav. chim. 55, 500 [1936].

2 Ausdehnungskoeffizient, Kompressibilitdt und Dichte wur-
den aus den Literaturwerten in Gmelins Handbuch der
anorganischen Chemie, Platin, Teil B, 1942, Verlag Che-
mie, S. 26/45, ausgewihlt.
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tit sowie der thermischen Ausdehnung etwa 5%
ausmachen dirfte. Da aber sogar in dem Bereich
zwischen fliissiger Luft und dem Eispunkt die Elek-
tronenwiarme C, 5- bis 2,4-mal grofler ist als die
Korrektur (C,—C,), so wird C, dadurch entspre-
chend weniger beeinflufit, d. h. nur um 1% bis
+2%.

Ausgeglichene Werte fir die Atomwéarmen C, und
C, sowie fir die oberhalb der Temperatur des fliis-
sigen Wasserstoffs auftretende Elektronenwidrme
C.=10-10"*T und die daraus folgenden DeByE-
schen charakteristischen Temperaturen © und O,
sind in Tab. 3 zusammengestellt.

Normalentropie von Platin

Aus unseren Messungen ergibt sich die Normal-
entropie bei 25° C graphisch zu 9,95+ 0,02 Crav-
stus. Dieser Wert weicht nur wenig von der in den
letzten Jahren gebrauchlichen Zahl ab:

i Entropie in
‘ cal/og Atom
1917 Lewis und Gissox ? D 10,0
Eastvan 1 (2 verschiedene 10,2
1923 Berechnungsarten)
1932 | SuermaN 13 9 98
1932/36 | Keviey 16 10,0
1956 | diese Arbeit 9,95 + 0,02

Zur Elektronenwirme des Platins

Tiefe Temperaturen. Unter der iiblichen Annahme,
daBl die Gitterwdrme C, und die Elektronenwérme
C. sich additiv verhalten, ergibt sich im Bereich des
T3-Gesetzes:

Cz,'=C:+C(*=4‘64‘75(T/@£*)3+7T- (4‘)

Der Koeffizient y der Elektronenwidrme wird in
einem C,/T —T?-Diagramm als Ordinatenabschnitt
erhalten. Diese Darstellung ist gleichzeitig eine qua-
litative Kontrolle fiir die Berechtigung der Zerle-
gung 4. Auf Abb.1 sind unsere Ergebnisse zwi-
schen 10,6 und 16,2° K in einem solchen Diagramm
aufgetragen, aus dem sich die Beziehung

Y= Cz'/T — (464,5/@,;*3) T2 (4 a)
13 G.N. Lewrs u. G. E. Gissox, J. Amer. Chem. Soc. 39, 2581

[1917].
14 E.D. Eastmayn, J. Amer. Chem. Soc. 45, 83 [1923].

mit y=15,8-10"*% und @,=221° ablesen laBt.
Oberhalb von 16° K ist eine derartige lineare Dar-
stellung der C,/T-Werte nicht mehr méglich.

T —»

24 6 8 10 12 14 16
PLp -t g i 1 N

Platin

(CV/T)~703-—>

o

0 72— 100 200 300

Abb.1. Atomwirmen von Platin im Cy/T—T?-Diagramm

(Kreise). Die im Gebiet des festen und fliissigen H, beob-

achteten Daten fallen auf eine Gerade [Gl. (4) und (4a)].

Die Werte von Kok und Keesom (Kreuze) liegen tiefer, lie-

fern aber praktisch den gleichen y-Wert fiir die Elektronen-
wiarme als Ordinatenabschnitt.

Der so erhaltene Koeffizient fiir die Elektronen-
wirme stimmt gut mit den bei Heliumtemperaturen
gefundenen Werten iiberein:

l diese Arbeit

;
Kox und KEESOM 3| Ravne?

16,1

| 710t i 16,5 15,8

Mittlere Temperaturen. Auf Abb. 2 ist der DeByE-
sche ©-Wert fiir die beobachtete Atomwédrme kon-
stanten Volumens C, verzeichnet, wobei die aus-
gezogene Kurve durch die MeBpunkte gelegt ist.
Platin zeigt danach die gleiche Erscheinung wie die
bisher genauer untersuchten Metalle der Ubergangs-
elemente; die ©-Werte fallen mit steigender Tem-
peratur steil ab.

Wir fithren dieses Verhalten wiederum auf den
EinfluB der Elektronenwiarme zuriick, fiir die nun
allerdings ein anderer Wert als bei tiefen Tempera-
turen einzusetzen ist. Beniitzt man ndmlich den im
Helium- und Wasserstoffgebiet beobachteten y-Wert
von 161074 oberhalb von 90° K, so findet man
15 J. Suerman, Chem. Rev. 11, 136 [1932].

16 K. Kerrey, Bull. Bur. Mines 350, 38, 57 [1932]; 394, 42
[1936].
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Abb. 2. Die ausgezogene Kurve gibt den Verlauf der Desye-
schen charakteristischen Temperatur @ wieder, wenn die un-
mittelbar beobachteten Werte fiir C, eingesetzt werden. Die
punktierte, ansteigende Kurve gilt fiir die Gg-Werte, die zu
einer Gitterwdrme Cg=Cy—16-10"*T gehoren; die Elek-
tronenwédrme ist dabei mit dem aus dem He, H,-Gebiet fol-
genden y-Wert berechnet. Die gestrichelte Kurve zeigt da-
gegen, daB g keine merkliche Temperaturabhingigkeit
mehr besitzt, wenn y=10-10"* gesetzt wird.

fiir den Verlauf von 6, die punktierte Kurve, welche
abnorm ansteigt. Sie fithrt bei Zimmertemperatur
auf eine charakteristische Temperatur von 320° fiir
Platin, die wohl sicher erheblich zu hoch ist. Bei
noch héheren Temperaturen wiirde die Unstimmig-
keit noch krasser werden. Denn nicht nur aus der
Atomwirme, auch aus Messungen der elektrischen
Leitfihigkeit erhélt man ©-Werte, die zwischen 220
und 240° liegen!?, und ganz éhnlich verhilt es sich
mit charakteristischen Temperaturen, die aus der
thermischen Ausdehnung folgen!®. Wenn auch die
Art der theoretischen Berechnung aus Leitfahigkeit
und Ausdehnung manchem Einwand ausgesetzt ist,
so ist die praktische Brauchbarkeit dieser ©-Werte
doch empirisch erwiesen.

Fiir das Temperaturgebiet iiber 90° K 1iBt sich
nun ein passender y-Wert aus der frither angegebe-

nen Formel 2

17 W. Messner u. B. Voier, Ann.Phys.,Lpz. (5) 7,925 [1930].
18 E. Grinersen, Ann. Phys., Lpz. (4) 55, 379 [1918].
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ermitteln, in der auller der Gaskonstanten R die
Temperatur Ty = 245° auftritt, bei der @ verschwin-
det. Fiir ©, setzt man den ©-Wert bei /T =4,25
ein und erhilt so O, =225° K. Mit diesen Daten er-
gibt sich 7 zu 10-107% Fur die Gitterwdarme C,
bleibt dann der Betrag (C,—10-107*7T) ibrig.
Die zugehorigen O, -Werte sind in Abb. 2 ein-
gezeichnet und durch eine gestrichelte Kurve verbun-
den. Danach ergibt sich oberhalb von 90°K ein
praktisch konstanter ©@,-Wert von 238 bis 240°.

Platin besitzt also im Aquipartitionsgebiet einen
kleineren y-Wert als bei tiefen Temperaturen. Es
verhilt sich darin genau so wie sein leichteres Homo-
loge, das Palladium®. Unseres Erachtens ist dies
ein Hinweis auf eine erhebliche Temperaturabhin-
gigkeit der Elektronenwirme bei diesen beiden Ele-
menten. Selbstverstandlich mull man erwarten, daf
der bei Heliumtemperaturen giiltige Grenzwert von
v mit steigender Temperatur stetig abnimmt und
sich nicht etwa sprunghaft dndert. In diesem Sinne
ist der hier beniitzte y-Wert von 10-107* fiir das
Gebiet zwischen flissiger Luft und Zimmertempera-
tur als eine Art interpolatorischer Mittelwert zu be-
trachten, den wir nur deshalb gebrauchen, weil ge-
genwirtig weder die theoretischen noch experimen-
tellen Unterlagen ausreichen, um die wirkliche Tem-
peraturfunktion von y aufzustellen.

Es bleibt die Frage offen, ob die Temperatur-
abhéngigkeit von y beim Palladium und Platin nur
deshalb hervortritt, weil es sich um grolle Elekiro-
nenwirmen handelt, oder ob die speziellen Eigen-
schaften dieser Elemente einen solchen - Nachweis
iberhaupt erleichtern. Um hierfiir weitere Unter-
lagen zu erhalten, haben wir uns jetzt dem Studium
der Atomwédrmen von Mangan und Vanadin zu-
gewandt, die beide bei Heliumtemperaturen grofle
Elektronenwérmen besitzen.

Der eine von uns — C. G. Losa — dankt dem Con-
sejo Superior de Investigaciones Cienti-
ficasund der Comisariade Proteccion Esco-
lar y Asistencia Social (Madrid) fiir die Ge-
wihrung von Studien-Stipendien. Weiter dankt P. Frax-
zosint fiir ein Stipendium des Collegio Ghislieri
(Pavia). Die Deutsche Forschungsgemein-
schaft iiberlieB uns eine PrizisionsmeBbriicke, und
der Schweizerische Nationalfonds stellte
namhafte Mittel fiir Untersuchungen bei tiefen Tem-
peraturen zur Verfiigcung. Auch diesen beiden Institu-
tionen danken wir vielmals fiir ihre Hilfe.

19 K.Crustus u. L. Scuacuincer. Z. Naturforschg.2a,90 [1947].
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Kernhydrodynamik und Deutung der Energiebreite
der Kern- y -Resonanzen

Von Karr WiLpermuta und Hans WiTTERN

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitit Miinchen
(Z. Naturforschg. 12 a, 39—59 [1957] ; eingegangen am 22. August 1956)

StoBe zwischen den einzelnen Nukleonen im Kern werden als Ursache der Dimpfungsbreite der
Kern-y-Resonanzen angesehen. Auf Grund dieser Vorstellung wird die Energiebreite AE solcher
Schwingungszustinde mit Hilfe der in einer Arbeit von Wip ! entwickelten Kernhydrodynamik aus-
gerechnet. Es ergibt sich fiir einen hypothetischen Kern vom Atomgewicht 4=260 AE=6,42 MeV
und ein korrigierter Wert 4E=5,55 MeV. Fiir die Anwendung auf reale Kerne gilt niherungsweise
AE=6,42- (260/4)*s MeV bzw. AE=5,55" (260/4)*/s MeV.

Die Deutung der y-Anregung in einer Reihe von
(7,n)-Kernreaktionen als Dipolschwingung der Pro-
tonengesamtheit gegeniiber der Neutronengesamtheit
wurde zuerst von GorpmaBer und TELLER? vorge-
schlagen.

SteNweDEL und Jensex ? fiihrten eine Berechnung
der Resonanzfrequenzen und der Wirkungsquer-
schnitte im Rahmen einer klassischen Hydrodynamik
durch. Diese Autoren behandelten den Kern als ein
Zweifliissigkeitensystem, dessen Komponenten ein-
zeln kompressibel sind, wihrend die Gesamtdichte
jedoch konstant bleibt. Die Randbedingung einer
starren Kernoberfliche — von der Kopplung mit
den Oberflachenschwingungen kann abgesehen wer-
den — liefert die experimentell bestitigte Abhéngig-
keit der Resonanzfrequenz vom Atomgewicht 4:

o~ A_i/‘.

ZahlenmafBig liegen die berechneten Frequenzen etwa
25% zu tief. :

Unter Beriicksichtigung der Austauschkrifte zwi-
schen den Nukleonen erzielte WiLp ! eine Verbesse-
rung der Resultate. Die Frequenzen weichen nun-
mehr nur noch etwa 5% von den experimentellen
Werten ab.

Die Frage nach dem Zustandekommen der Démp-
fungsbreite der Resonanzlinien blieb in beiden
Theorien unbeantwortet. Die Dampfungskonstante
wurde vielmehr als eine phidnomenologische Grofe
in die Theorie ibernommen.

Modellvorstellungen fiir den Dimpfungsprozel3
wurden in einer Arbeit von WiLpermuTH 4 und von
Rerrman ® angegeben.

1 W. Wb, ,, Tropfchenmodell des Atomkerns und Zweikor-
perkrifte®, Bayr. Akad. 1956.

2 M. GoLpuaBer u. E. Terrer, Phys. Rev. 74, 1046 [1948].

3 J.H.D. Jensex u. H. Steinwener, Z. Naturforschg. Sa, 413
[1948].

RerrMaN nimmt an, daB die Nukleonen sich im
Kerninnern praktisch reibungsfrei bewegen: Fiir die
Energiedissipation ist dann allein die Kopplung mit
den Oberflichenschwingungen verantwortlich. Die
Déampfungsbreiten kommen dabei etwa um den Fak-
tor 4 zu grof} heraus.

Im Gegensatz hierzu wurden in der Arbeit von
WiLpermuTH ¢ gerade die inneren Stofe der Nukleo-
nen untereinander als Ursache der Dampfung an-
gesehen. Unter stark vereinfachenden Annahmen,
die hauptsachlich die Dichte der Energieniveaus der
Endzustinde und die Beschreibung des kollektiven
Schwingungszustandes betreffen, wurde dort die
Energiebreite abgeschitzt. Das Ergebnis stimmt recht
gut mit den experimentellen Werten ¢ iiberein.

Ziel dieser Arbeit ist es nun, diesen Gedanken mit
Hilfe der in einer Arbeit von Wip! entwickelten
Hydrodynamik weiterzufiihren und die allzustark
vereinfachenden Annahmen der fritheren Arbeit zu
vermeiden.

Im ersten Abschnitt werden wir die fiir uns wich-
tigen Gleichungen der Kernhydrodynamik referieren,
im zweiten Abschnitt unser Modell fiir den Damp-
fungsprozeB entwickeln, wihrend die iibrigen Ab-
schnitte den Einzelheiten der Rechnung vorbehalten

“sind. Im-letzten Abschnitt werden wir die Ergebnisse

diskutieren.

1. Anniherungsfunktionen der Kern-
hydrodynamik

Fiir einen Atomkern aus A Nukleonen kann
einer strengen quantenmechanischen Behandlung die

4 K. WiLpermurH, Z. Naturforschg. 10 a, 447 [1955].
5 A. Rerrmav, Z. Naturforschg. 8a, 502 [1953].
6 R. Mo~TALBETTI U. a., Phys. Rev. 91, 659 [1953].
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ScHRODINGER-Gleichung

(ih3/t—H) D(1y,...,14) =0 (1)

zugrunde gelegt werden. 1; falit die Orts- (1), Spin-(s)
und Ladungskoordinaten (¢) zusammen, wiahrend H
den Hamirton-Operator bedeutet. H setzt sich zusam-
men aus der kinetischen Energie und den Potentialen
der Zweikorperkrafte, die aus Streuexperimenten ge-
wonnen werden kbnnen'

A
- - L‘ Z . 2)

Von Mehrkorperkraften bzw. einem ,,Hardcore” der
Kernkrifte (so z. B. Anm.7), die zur Erzielung der
Absittigung notwendig sind, sehen wir ab. Statt
dessen beschreiben wir niherungsweise die Absitti-
gung, indem wir die Inkompressibilitdt der Kern-
materie zusatzlich berticksichtigen (vgl. Anm. 8).
Vertrdglich mit den Proton — Neutron-Streuver-
suchen bis zu einer Energie von etwa 50 MeV im
Schwerpunktsystem ist der Potentialansatz (s. z. B.

Anm. !, Abschn. 2, GL. 5):

] —1 fir r < p

l 0 fir r = f mit
£=2,07-10"1 cm und den Konstanten
M =W =14,45 MeV und (4)
B=H = 2,85 MeV fiir die WicNer-Kraft und

die Masorana-, BarrtLerr- und HErsen-
BERG-Austauschkrifte 9.

Vir)= (3)

Fir die Krifte zwischen gleichen Teilchen (Neu-
tron — Neutron bzw. Proton — Proton) machen wir
den gleichen Ansatz. Wir stiitzen uns dabei auf die
Hypothese der Ladungsunabhingigkeit der Kern-
krafte, deren Giiltigkeit bis zu Energien von etwa
40 MeV bisher noch nicht auf Widerspruch gestolen
ist! und die auch fiir groflere Energien noch hiufig
Anwendung findet. Die Couroms-Kréafte vernachlas-
sigen wir generell. Thr Einflu} auf die Resonanz-
frequenzen ist sehr gering; bei den schwersten Ker-
nen bewirken sie nur eine Verschiebung! von o
um 4%.

Fir den Dampfungsprozell spielen die Couroms-
Krifte ebenfalls nur eine geringe Rolle, da

1. das Potential der Couroms-Krifte klein ist ge-
geniiber dem der Kernkrifte und

7 K. A. Brueckner, C. A. Levinson u. H. M. Manwmoup, Phys.
Rev. 95, 217 [1954].
8 W.Wip u. K.WiLpermurh, Z. Naturforschg. 9 a, 799 [1954].

2. die Couroms-Krifte infolge ihrer grofen Reich-
weite praktisch nur zu einem Pauschalpotential
beitragen, das im Kerninnern nahezu konstant
ist.

Auch bei dem einfachen Ansatz (3), (4) fir die
V. haben wir es immer noch mit einem sehr kom-
plizierten Mehrkorperproblem zu tun, dessen Losung
mit den derzeitigen mathematischen Hilfsmitteln un-
losbar ist, so dall wir Naherungsmethoden anwen-
den miissen.

Die in der Arbeit von WiLp! entwickelte Kern-
hydrodynamik bildet mit einer geeignet ausgewéhl-
ten Anndherungsfunktion den Energieerwartungs-
wert

H/\'lz(q)aHa d)) (5)

und drickt in diesem sidmtliche vorkommenden

Variablen durch die lokalen Dichten g; und die

resultierenden Stromungsgeschwindigkeiten b; der

4 Teilchensorten P, (Index 1), P_ (Index 2), N,

(Index 3), N_ (Index 4) aus. Als Teilchensorten

unterscheiden wir dabei:

P+ =Protonen mit Spin parallel zu einer ausgezeich-
neten Richtung,

P— =Protonen mit Spin antiparallel, (6)

N+ =Neutronen mit Spin parallel,

N_ =Neutronen mit Spin antiparallel zu dieser Rich-
tung.

Der Energieausdruck H;;=H (0;,0;) zusammen
mit Kontinuitédtsgleichungen, die einen Zusammen-
hang zwischen 0; und V; aus der ScHrRGDINGER-Glei-
chung ableiten, bildet den Ausgangspunkt fiir die mit
rein klassischen Methoden zu gewinnenden hydro-
dynamischen Grundgleichungen. Aus diesen Grund-
gleichungen kénnen ganz entsprechend dem Vor-
gehen von SteiNweDEL und JENSEN die verschiedenen
kollektiven Schwingungsformen der Kernmaterie ab-
geleitet werden.

Die Anniherungsfunktion @ lehnt sich eng an
das Tuomas-FErmi-Modell fiir den Atomkern an.
@ wird angesetzt als Determinante aus Einteilchen-

funktionen vy (1;) :

@ = (A1) " Det;; (yi(1))). (7)

Die v;(r;) setzen sich aus mehreren Faktoren zu-
sammen :

1,'1(1’;) :611(5j) 61/1“1’) (71(1‘1') (’i”lrj ei//"(gk)llz' (8)

9 W. HersexBerG u. W. Macke,
Gaottingen 1951.

. Theorie der Atomkerne®,
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Die beiden ersten Faktoren beziehen sich auf Spin
und Ladungsspin

8u(s;) = {0 fir n+s;,

1 fir n=s; ®)
[entsprechend 9,,(¢;) ] und zeigen, daf} die Einteil-
chenfunktion (8) ein Teilchen einer wohlbestimmten
Teilchensorte (6) darstellt.

@;(1;) sind die im Tuomas-Fermi-Modell verwen-
deten ebenen Wellen; diese sind Eigenfunktionen
fiir ein wiirfelformiges Normierungsvolumen von
Kerngroe mit periodischen Randbedingungen. Ist
L? das Kernvolumen, so ist

Fu(ry) =L et

f[=k0(ﬂz, nyanz)s

(10)

ky=2a/L (11)

mit
und ganzen Zahlen n;.

Der Faktor ei“u% beschreibt eine lokale Varia-
tion der Wellenzahl f;. In Af; ist eine Abhingigkeit
von der Zeit und vom Ort zugelassen, die fir jede
Funktion v; anders lauten kann. In Af; soll keine
resultierende Stromungsgeschwindigkeit enthalten
sein; diese wird vielmehr durch den Faktor e/ ge-
geben, der ebenso wie g; neben Ort und Zeit nur
von der Teilchensorte (charakterisiert durch den
Index j) abhingt. g; schlieflich beschreibt eine Va-
riation der lokalen Dichte der Teilchensorte.

In der Arbeit von Witp! wird der Zusammen-
hang zwischen den Groflen o; und b; und den f;,
g; und Af; hergeleitet. Wir wollen uns daher hier
kurz fassen und nur die Ergebnisse angeben.

Bedeutet V; die Zahl der Teilchen der Sorte j und
sei mit 9; die mittlere Teilchendichte dieser Sorte
bezeichnet:

& =Ny/L*, (12)

so erhalt man
8i=0;/0; (s.Anm.*,Gl.5,31), (13)
sowie b;= (h/m)-grad f; (s.Anm.!,Gl.5,16). (14)
Um den Zusammenhang zwischen den Af; und
den g; zu erkennen, fragen wir nach orthogonalen
Einteilchenfunktionen, die in einem wiirfelf6rmi-
gen Normierungsvolumen N = L? eine ortsabhingige

Dichte beschreiben. Einem Gedanken von Macke !°
folgend, betrachten wir zunichst die Funktionen

@n(3) =L "exp(if, 1) (15)
mit obigen f, (11).

10 W. Macke, Phys. Rev. 100, 992 [1955].

Diese Einteilchenfunktionen sind in einem ab-
strakten Raum X definiert und fithren dort zu einer
im Normierungsvolumen V' konstanten Dichte. Wir
bilden nun den Raum X auf den physikalischen
Raum R ab. Dabei soll das Normierungsvolumen ¥
in ein gleiches im Raum R iibergehen: N =V = L3,
Die Abbildung wird beschrieben durch

r=f(1).
Die Einteilchenfunktionen
yi(r) =L exp[if;f(r)]-[3() /3 (x) 17" (17)

sind dann im Raum R mit dem Normierungsvolu-
men N orthogonal. Dabei bedeutet 3 (1)/Q(r) die
Funktionaldeterminante der Abbildung (16). Fir
die Dichte erhilt man

0= > wi*(r) yi(r) =2 3(1)/3(v).

Die lokale Dichtednderung wird also gerade durch
die Funktionaldeterminante beschrieben, wahrend
die lokale Anderung der Wellenzahl unmittelbar mit
der Transformation zusammenhingt.

v(f+4f) =f(x) §
Ak = ki [f2 (1) —2] [

fir die 2-Komponente; entsprechende Gleichungen
gelten fiir die beiden anderen Komponenten.

Die Transformation (16) bedeutet physikalisch
eine Verzerrung der einzelnen Volumenelemente;
das Anwachsen der Wellenzahl geht in jeder Rich-
tung ganz genau so vor sich wie das Anwachsen
der Wellenzahl im eindimensionalen Potentialtopf
bei Verdnderung der Topfbreite.

Wir legen die z-Achse in die Richtung der elek-
trischen Feldstirke der einfallenden p-Strahlung.
Dann werden Kollektivschwingungen nur in dieser
Richtung angeregt, und wir versuchen fiir die Dichte-
schwingungen den Ansatz (j charakterisiert die Teil-
chensorte) :

(16)

(18)

(19)
(20)

oder

Akll‘=k11 (1]'(33), Akly=Ak1z=0. (21)
Die zugehorige Transformation (16) ist:
§I=[1+aj(x)]x, $y=y, gz=z- (22)

Aus der Bedingung, dal} die Funktionaldeterminante
der Abbildung gleich der lokalen Dichtednderung ist,
erhalten wir nun eine Differentialgleichung fiir a;:

gi=1+a;+zda;/dz. (23)

Unser Ansatz weicht ein wenig von dem entsprechen-
den bei Wwp ab. Man iiberlegt sich aber leicht, da3
diese Abweichungen in der zur Diskussion stehenden
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Niherung keinen Einflufl auf Hj; haben, sondern erst
bei Beriicksichtigung von Gliedern hoherer Ordnung
von Bedeutung sind. Auf eine Diskussion, wie weit
diese erste Niherung fiir Hj; und die Kontinuitéts-
gleichungen berechtigt ist, wollen wir hier nicht ein-
gehen, da sie uns zu weit in die Einzelheiten der hydro-
dynamischen Theorie fithren wiirde, die fiir unser Mo-
dell unwesentlich sind .

Wir kniipfen nun an die Gleichung

Hy = l/dr{;"l[;QiUi2+

+ (3h2/10m) (3/4 7)™ 0" + " air; 0i Ok
i,k

2 B nm]

(s. Anm. !, Gl. 6,30) (24)
und die Kontinuitatsgleichung

a@;/al = —div

x=1

4
00+ : Wi 0 0 (Vi — Dl\')} (25)

an. In Hj; haben wir bereits die von den CouLoms-
Kriften, den Mehrkorperkriften und den &duleren
Kriften herriihrenden Anteile weggelassen. Die Kon-
stanten a;; und ;. lassen sich aus dem Potential

V(r) [(3), (4)] sowie den Konstanten M, W, B
und H berechnen. Da wir diese Konstanten nur
unter speziellen Voraussetzungen benotigen, sehen
wir von expliziten Zahlenangaben im Augenblick ab.

Vom Standpunkt der Hydrodynamik bedeuten in
H;; die Glieder, die b; enthalten, die kinetische
Energie der Nukleonenstromung, wihrend die tibri-
gen Glieder die potentielle Energie darstellen. Zu
dem rein konvektiven Anteil g;b;? der Stromung
kommt, von den Austauschkrédften herriihrend, noch
\ 1

é— m ) Wi Qi Ok (Dl i D]‘) 2 hinzu.

der Bestandteil y )
7 2

Als Randbedingung haben wir zu fordern — wenn
wir von der Kopplung mit den Oberflachenschwin-
gungen absehen —, dafl die Normalkomponenten
der b; am Rande verschwinden.

Hj; und die Kontinuitétsgleichung wollen wir nun
fiir kleine Abweichungen e; von den mittleren Dich-

ten o; fiir den durch (g,= Gesamtdichte)
0i=0o/4 (26)

charakterisierten ,,Normalkern“ weiterbehandeln.

e; und Y; sehen wir als klein von erster Ordnung an und erhalten:

1 - Ry |
Hy = /d’ {2"1(@0/4‘) %Di2+ 5 m%cg,u,-k(gf/lﬁt) (b;—Yy)?

1

1

7

n a 2" | Q (e;4e;) +eje
T ik 16 + 4 itex i€k

’

B I\

>

e/t = — (0o/4) div;— > wir(09%/16) div(v; —by) .
%

Fiithrt man nun neue Variable ein:

1 T £ A4
£ = N 1 1 1=1~1
Si= Zgikek mi:zgiknk mit gik={1_3 1)
E 7
4

so folgt

=3 9 2 sl 2 5 b
+ Y (3R/10m) (3/4m) (e0/4) ™ [(%’) +o e e

T } (27}

(28)

. (29)

1-1 1

Hm=/dr {(m 00/32) 2 [1+ (vi—7;) (e/4)] 107 +1/8- >16; &7

7

+ & [(R2[2m) (3 0y/16 7) +1 Brog] + (3210 m) (3 00/16 ) + g /31/4}

und

Er=— (0o/4) [1+ (v — ) (00/4) ] div vy

(39)

(31)
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0o+ &; bedeutet die lokale Gesamtdichte, wiahrend
&, den lokalen Protoneniiberschufl und &; den lo-
kalen UberschuB an Plusspinteilchen beschreibt.
(Entsprechendes gilt fiir die Geschwindigkeiten 1v;.)
In (30) und (31) haben wir bereits beriicksichtigt,
daB} fir den ,,Normalkern® gilt:

gy = Ogp = Qg3 = Qyq,
Qo= Qgy = Qyz = Qg4 ,
Qg3 = Qg1 = Qgq = Uy,

Ayq = Ay = Qg3 = A3,

0= 31 = Mo = Ug3 = Uy (32)
Mg = Hg1 = Mgg = g4,
M3 = Mgy = Uaq = Uy2 5
Hig= Mgy = Moz = U3z -
Wir haben ferner die Abkiirzungen eingefiihrt:
i gik="ks . % &in=Pr
7 j (33)

j
0;= (h*/3m) (3/4 7)™ (0o/4) ™" +2 ;.
Man sieht, daB in den Gln. (30) und (31) keine

Kopplungsterme zwischen den verschiedenen Paaren
von Variablen v; und &; auftreten, es sind also alle
Dichtevariationen in diesen Koordinaten voneinan-
der unabhingig. Insbesondere ist & =0 eine mog-
liche Losung. Sie bedeutet konstante Gesamtdichte
und zeigt, daB} Inkompressibilitit der Kernmaterie
mit den Gleichungen vertréglich ist.

Wir interessieren uns nur fiir die Ladungsschwin-
gungen. Diese werden bei konstanter Gesamtdichte
durch &,, W, beschrieben. Da die Neutronen un-
geladen sind, gibt dann $&, die lokale Abweichung
von der mittleren Ladungsdichte an. Wir setzen da-
her

E,=&=6=1,=3=10,=0. (34)

Fiir v, fithren wir ein Geschwindigkeitspotential ein,
was im Rahmen dieser Theorie stets moglich ist,
da sich ; linear aus den b; zusammensetzt, die
ihrerseits ein Potential besitzen (14). Der allge-
meine Ansatz

U= ZA;,.h,,.(r) s (35)
7

in welchem die %, folgenden Bedingungen geniigen:
Ahl(r) = kl2 hl(r) ’ ’aa%l am Kernrand =05

(36)
/hk* hydv =6y,

erfiillt bereits die Randbedingungen fiir die Mv;.
Mit der Abkiirzung

dB,[de=(2/L3)" (k2[4) |1+ 00 (ttss + pi14) | 4;
(37)
(38)

folgt
§= 2 Bihioo(L3/2)"

und fiir den Teil von Hy;, der &, und 10, enthilt:
Husc=ZL8(90/4‘) (39)
u
i . S ) 2 % 2
( k,uz[l‘*‘% 0o (113t 144) ] B'” ¥ 4 62 B'u )
Wir beschridnken uns nur auf die Grundschwingung
und konnen fiir diese schreiben:

) 4(g e B 6B
ose o E2[1+43% 0o (ty3+p14) ] N 42 p
(40)
Fiir die Grundschwingung erhalten wir bei wiirfel-
formigem Kernvolumen:

h(r) = (2/L%)"sin(wa/L) mit k=n/L. (41)

WiLp ! hat die Gleichungen auch auf einen kugelfor-
migen Kern angewandt und erhielt:

h(r) =N cos? j(kr) mit k=2,08/R (42)

(R =Kugelradius, N = Normierungsfaktor).
Bei gleichem Volumen von Wiirfel und Kugel erhalt
man nahezu die gleiche Wellenzahl k:

kWiirfel = 3714‘/L ) kKugel = 3534‘/14 . (4'3)

Die Abweichung betrigt etwa 5%. Daher unterschei-
den sich die Resonanzenergien auch nur um etwa
5%, so daB es fiir die Abschdtzung der Energiebreite
in erster Naherung belanglos ist, welche Gestalt fiir
das Kernvolumen zugrunde gelegt wird. Es ist:

h(l):hk{62 90[1‘*‘%‘90(#13‘_“_!‘_1:421}%- (44)
4m
ZahlenmilBig ergibt sich
05=1,906* 10736 cm? MeV,
1 (45)
1+ 50 (p43+ 114) =1,50
und somit hw=708-4""MeV (46)
fiir ein wiirfelformiges Kernvolumen.
4 | 2 | 64 | 125 | 216 | 260
| | | | T
h otheor. | 23,6 17,7 14,2 11,8 111
Tab. 1.
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Fir die Grundschwingung erhalten wir weiter

& =0yB-sin(zz/L) , (47)

und damit folgt fir die in der Einteilchenfunktion
v (v;) (8) vorkommenden Faktoren:

gp, = [1+Bsin(az/L)] =g, ,

gx, = [1—Bsin(nz/L)] =gy_,
hp, =hp_= —hx, = —hx_

m L3 xx dB

O .. s S| e 08 (48
R [1+3 00 (u15+ 1) ] s L dt )

Wn(r) e ém(t) 67; (3) exp {i{li nj: -
- exp {1 — mLt
Roa2[14% 0o (ty3+ 1) ]
oo { + 1 fiir Protonen,
— 1 fiir Neutronen,
S =

{ + 1 fiir Plusspinteilchen,

— 1 fiir Minusspinteilchen.

2. Modell fiir den DampfungsprozeBl

Fiir die Dipolschwingung der Protonengesamtheit
gegen die Neutronengesamtheit liegen die Anregungs-
energien im Bereich von 30 MeV fiir Atomgewichte
A=20 bis zu etwa 10 MeV bei 4~250. Zur An-
regung von Oberflachenschwingungen sind in den
angegebenen Grenzen etwa 4 bis 1 MeV erforder-
lich 1. Es wire daher energetisch moglich, daf} diese
Oberflichenschwingungen zu einer Feinstruktur der
Energieniveaus Veranlassung geben, entsprechend
den Rotationstermen in den Molekiilspektren. Die
experimentellen Kurven liefern dafiir aber keinerlei

Hinweise 6.

Der Grund fiir das Fehlen von Oberfldchenschwin-
gungen ist in den vollkommen verschiedenen An-
regungsbedingungen zu suchen: Die Oberflichen-
schwingungen werden durch den Quadrupolanteil
der einfallenden y-Strahlung angeregt. Dieser Anteil
ist sehr viel schwicher als der Dipolanteil, der die
Schwingung der Protonen gegen die Neutronen an-
regt. Wir wollen daher im folgenden von Anregun-
gen der Oberflichenschwingungen absehen und die
Kernoberfliche als starr annehmen. Von dieser Vor-

11 A, Bour u. B. R. MorreLsox,
Nr. 16 [1953].

Dan. Mat. Fys. Medd. 27,

Die Af; sind aus der Differentialgleichung (23) zu

errechnen; deren Losung ist:

+B 1—cos(w z/L) )

“= zzfL (49)
Daher folgt
fir P, und P_: Ak, =k, B =2/l
7w z/L
- _ (50)
fiir N, und N_: Ak, — —k,, B L—cos(@2/L)
7z z/L .

Und fiir die Einteilchenfunktionen (8) erhalten wir:

2xni 1—cos (7 2/L) ] V7 T
¥ nzxB1 ) | 1+¢Bsin T

(51)

aussetzung haben wir bereits bei der Ableitung der
Schwingungsgleichungen Gebrauch gemacht.

Als Ursache der Energiebreite der Schwingungen
der Protonen gegen die Neutronen sehen wir die
Wechselwirkung der einzelnen Nukleonen unter-
einander an, die ja letzten Endes auch die Kopp-
lung der verschiedenen Formen der Oberflichen-
schwingungen vermitteln muf}. Wir gehen nun zur
Betrachtung des Schwingungszustandes im Impuls-
raum tiber und kniipfen an das Tuomas-Fermi-Mo-
dell fiir den Atomkern an.

Zunichst betrachten wir den Grundzustand des
Kerns. In diesem Zustand fiillen die Nukleonen
jeder Teilchensorte jeweils sidmtliche Impulszellen
innerhalb der zu dieser Teilchensorte gehérenden
Grenzimpulskegel, der sogenannten Fermi-Kugel,
deren Radius in guter Naherung unabhingig vom
Atomgewicht ist und durch die FeErmi-Grenzenergie
von 24,5 MeV bestimmt ist. Als Sto3e der Nukleonen
bezeichnen wir Prozesse, die zwei oder mehr Teilchen
(i, k,...) aus gewissen Impulszellen (f;,f;,...) in
andere Impulszellen (f/,f;,...) iiberfilhren. Ein
bloler Tausch der Impulszellen zweier Teilchen gilt
nicht als StoB, da wegen der Ununterscheidbarkeit
der Teilchen dabei die gesamte Impulskonfiguration
unverindert bleibt. Wir konnen dann sagen: Im
Grundzustand sind Stofle zwischen den Nukleonen
aus energetischen Griinden nicht méglich.

Dieses dndert sich, sobald wir angeregte Zustinde
betrachten. Die Kollektivschwingung, bei der die
Anregungsenergie pro Teilchen klein ist gegeniiber
der Grenzenergie. lockert die Rénder der Frrmi-
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Kugeln ein wenig auf. Nun konnen unter Erfiillung
des Energiesatzes sowie des Impulssatzes StoBe zwi-
schen den Nukleonen erfolgen. Diese StoBe fiihren
die geordnete Dipolschwingung allméhlich in eine
ungeordnete Bewegung der Nukleonen im Kern
tiber. Die Energieunschiarfe der Dipolschwingung
hiangt nach der HeisenBercschen Unscharferelation
mit der mittleren Lebensdauer ¢ des kollektiven
Schwingungszustandes zusammen:

AE =Hh/t (52)
und diese wiederum mit der Ubergangswahrschein-
lichkeit W des Schwingungszustandes in andere Zu-

t=1/W. (53)
AE=R W . (54)

Die mit den Stéfen der Nukleonen verbundenen
Ubergangswahrscheinlichkeiten W gilt es zu berech-
nen. Wir wenden die zeitabhidngige Storungsrech-
nung an und gehen in 3 Schritten vor:

stande:

Wir erhalten daher

1. Berechnung der Auflockerung in der Randzone
der Fermr-Kugeln durch Fourier-Zerlegung der
Niherungsfunktion nach ebenen Wellen,

2. Berechnung des Ubergangsmatrixelementes so-
wie der Zahl der Endzustande,

3. Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit 7.

Wir haben eben davon gesprochen, da} bei den
NukleonenstoBen der Energie- und der Impulserhal-
tungssatz erfiillt sein muB. Der Energiesatz folgt,
wenigstens niherungsweise, aus der zeitabhingigen
Stérungsrechnung: Es tragen nur diejenigen Matrix-
elemente der Wechselwirkungsenergie wesentlich zur
Ubergangswahrscheinlichkeit bei, bei denen die
Energie im Anfangszustand nahezu gleich der des
Endzustandes ist, Da} auch noch der Impulssatz gilt,
werden wir in Abschnitt 4 sehen.

Als Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Be-
setzungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Zellen im
Impulsraum wihlen wir die im vorigen Abschnitt
aus der Kernhydrodynamik abgeleitete Annihe-
rungsfunktion @ (7); diese missen wir zuvor aller-
dings noch etwas abéndern. Zunéchst kehren wir zu-
riick zur Hamirrox-Funktion fiir die Dichteschwin-
gung (40). Wir bezeichnen den zu B kanonisch kon-
jugierten Impuls mit P:

P=0yL*m[4 K2 [1+ § 04 (1415 + 114) 1dB/dt (55)
und erhalten
Hy.— E2[1+3 09 (13t 144a) ] P21 I3 0,26, B2/16.
mo L?
(56)

Der Ubergang zur quantenmechanischen Beschrei-
bung der Dichteschwingung 146t sich nun auf 2 Arten
vollziehen:

1. Wir sehen B als Multiplikationsoperator und
P=*%/i-d/dB als Differentiationsoperator an, mit
anderen Worten, wir wiahlen eine Darstellung, in
der B diagonal ist. Dann tritt B als Veranderliche
in den Oszillator-Eigenfunktionen auf:

u,(B) = (a/2"n! 2'*)"* H, (a B) exp[— +(a B)? ]
(57)
mit
at=m o, 0, A2/16 K2 k2 [1+ % 0g(ug3+ /114)5] - (58)
A bedeutet das Atomgewicht und H, das n-te her-
mitesche Polynom.

2. Die Darstellung, in der P diagonal wird, lie-
fert P als Verédnderliche:

v, (P) = (b/2,n! a'*)"* H, (b P) exp [— } (b P)?]
mit b=1/ha. (59)
|u,(B)]?dB gibt die Wahrscheinlichkeit an, in der

n-ten Anregungsstufe eine Amplitude zwischen B
und B+ dB anzutreffen. Dabei kann tiber die kano-
nisch konjugierte Variable keine Aussage gemacht
werden. Ganz entsprechend 1af3t sich v, (P) deuten.

Wir wollen nun in der Annaherungsfunktion @
die Dichteschwingung quantenmechanisch beschrei-
ben. Es tritt dabei die Schwierigkeit auf, da3 in der
Wellenfunktion @ neben B auch die zeitliche Ab-
leitung von B vorkommt. Wir betrachten die beiden
Néherungen:

A. Wir vernachldssigen samtliche Faktoren, die
dB/dt enthalten und gelangen zu einer Nahe-
rung, die nur die lokalen Dichteanderungen
beriicksichtigt.

B. Wir vernachléssigen samtliche Faktoren, die B
enthalten und gelangen zu einer Niherung,
die nur die Kollektivstrémung beschreibt.

Wir werden sehen, daB zur Erkldrung der Energie-
breite die Naherung B vollstandig ausreicht. Daher
fiihren wir die folgenden Rechnungen auch nur fiir
diese durch. Fiir A verlaufen die Rechnungen ganz
genau so.

Diese beiden Niherungen werden nahegelegt durch
Betrachtung der klassischen GroBen B und dB/dt, die
infolge der harmonischen Zeitabhingigkeit zu verschie-
denen Zeiten nur wesentlich von Null verschieden sind.
Daher sind die Faktoren, die B bzw. dB/dt enthalten,
praktisch getrennt wirksam. Diese letzte Plausibilitats-
betrachtung soll nur die Ndaherungen etwas veranschau-

lichen.
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Da die Energie der Dichteschwingung klein ist
gegeniiber der Energie der inneren Bewegung der
Nukleonen, konnen wir den Schwingungsvorgang
als adiabatisch ansehen. Das heifit: die innere Be-
wegung palt sich sofort dem augenblicklichen Wert
der Kollektivkoordinate P an. Wir konnen dann
schreiben:

F=(A!)""v,(P) Det y;(1;, P) exp(i E, t/R) (60)

mit

yi(tp, P) =L 0(t) 0(s) exp(if; 1) (61)
-exp[2tiPsin(na/L) /R 4],

f; aus (11) und v,(P) aus (59).

Der Aufbau dieser Naherungsfunktionen ist weit-
gehend analog zu den von Born und OppENHEIMER
fiir die quantenmechanische Beschreibung von Mole-
killen verwendeten Eigenfunktionen. Ein Anteil
(Dety; (1%, P)) der Wellenfunktion beschreibt die
innere Bewegung; diese paft sich in jedem Augen-
blick dem Parameterwert (P) adiabatisch an, wih-
rend der andere Faktor (v,) der verhaltnismaBig
langsamen Verdnderung von P Rechnung trigt.

Wir werden nun die Wellenfunktion F zur Be-
rechnung der Besetzungswahrscheinlichkeiten im
Impulsraum verwenden. Dabei werden wir fir die
Berechnung der Randauflockerung der Fermi-Kugeln
niherungsweise A und B als zwei getrennte Prozesse
ansehen. Dieses Vorgehen lafit sich dadurch recht-
fertigen, dafl die Besetzungswahrscheinlichkeiten
auBerhalb der Fermi-Kugeln sehr klein sind (vgl.
Tab. 4 und 5).

Im folgenden benotigen wir die mittlere Ampli-
tude von P. Ein bequemer und fiir unsere Uber-
legungen sehr geeigneter Weg fiir deren Berechnung
geht tiber die mittlere kinetische Energie

1 P2I2[1+ % 09 (ty3+ tqa)]
T P T3 QMg+ Mag)]
2 e m gy L?

(62)

Fiir die Nullpunktsschwingung und die erste An-
regungsstufe haben wir fiir £ einzusetzen:

Ex=thow, E=3ho. (63)

Wir erhalten dann fiir die mittlere Amplitude P,
der Nullpunktsschwingung einen von Null verschie-
denen Zahlenwert

Py {PPyh 20, (64)

Das bedeutet, dall bereits im Grundzustand eine
Auflockerung in der Randzone der Fermi-Kugeln
vorhanden ist. Und zwar ist diese in allen Richtun-

gen gleich groB, ist also isotrop im Gegensatz zu
der Auflockerung, die durch die Dipolschwingung
verursacht wird. Da wir nur StéBe betrachten, die
die geordnete Bewegung in ungeordnete (isotrope)
Bewegung iiberfiihren, kénnen wir niherungsweise
die Nullpunktsschwingungen unberiicksichtigt lassen
und legen fiir die Berechnung der mittleren Am-
plitude P der ersten Anregungsstufe (in der z-Rich-
tung)

E—Ey=E/=how (65)

zugrunde. Damit erhalten wir (62):
P/h?= S hom oy LR k* [1 + § 09 (1145 + t14) ]
=0,2904 4" . (66)

Unter Beriicksichtigung von (45) folgen die Werte
in Tab. 2.

A B2 PR 4%

64 ‘ 0,0133 0,0183

125 0,00547 0,0117

216 0,00264 0,0082

260 0,00204 0,0072
Tab. 2.

3. Zerlegung der Niherungsfunktion
nach ebenen Wellen

Die Naherungsfunktion @, die wir im Abschnitt 1
betrachtet haben, ist ein antisymmetrisches Produkt
aus Einteilchenfunktionen. Diese wollen wir nun
entwickeln nach antisymmetrischen Produkten von
ebenen Wellen, die Eigenfunktionen zu unserem
wiirfelformigen Normierungsvolumen von Kern-
grofle sind:

‘P(P, l)) =L 6n (s) 6m () exp (@ f r)
mit f aus (11).
Die Faktoren 0,(b) charakterisieren wieder wie in
Abschnitt 1 die Teilchensorte. ) fafit die Groflen
(f, m,n) zusammen und }) die Koordinaten (1,s,1).
Mit den Entwicklungskoeffizienten

(67)

j= [ @ T4 (b dn,...dny  (68)
erhalten wir den gewiinschten Ausdruck
¢:Zf(p19'-~’p.4)H(p(pi,ni)' (69)

In der Summe in (69) durchlduft jedes p; alle mog-
lichen Werte (11) unabhéngig von den anderen. In-
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folge der Antisymmetrie der @ gilt
FPaseeesPisProoc) = — F(Prsecoes Prs Pisens)
W(Pss....pq) =|F|

gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daBl Teilchen
Nr. 1 den Impuls p, ** hat, Teilchen Nr. 2 den Im-
puls P, usw. Vertauschung zweier Teilchen &ndert
nach (70) den Wert von W nicht. Hier diirfen wir
fir den Augenblick die Teilchen als unterscheidbar
ansehen, da die Ununterscheidbarkeit vollstindig in
der Determinantenbildung zum Ausdruck kommt.
Summation iiber alle moglichen Werte von g, ..., P4
liefert die Wahrscheinlichkeit W (py, p,) dafiir, dal
das Teilchen Nr.1 den Impuls p; und das Teilchen
Nr. 2 den Impuls D, besitzt, wihrend die tibrigen
Teilchen beliebige Impulse haben konnen.

W (pys b) =LY/ A(A—1)] 3 { ali, p) [ [a(k, po) B
i, k=1

(70)
(71)

und

—a(i,py) a* (k,y) a(k, Py) a* (i, ).} (72)
Darin bedeutet
a(i,pi) = [yi() ¢*(he>)) dy,  (73)

also den Entwicklungskoeffizienten der i-ten Ein-
teilchenfunktion von @ nach der k-ten Funktion des
Funktionensystems. Als Wahrscheinlichkeit dafiir,
dall irgend ein Teilchen den Impuls p hat, erhalt

2iPsin T oive g nz }
y —ap, etk N e e, L W L .
Yn=Yn € 1+ WA +(hA> 2P sin' +.

Die Fourier-Zerlegung liefert:

man die Besetzungswahrscheinlichkeit R der Impuls-
zellen:

R(p) = >'|a(i,p)f. (74)
1

Wir benotigen im folgenden W (py, p,) nur fiir den
Fall, daB py, b, zu verschiedenen Teilchensorten (6)
gehoren, da Sto6Be zwischen gleichen Teilchen infolge
des Pauvrr-Prinzips in Verbindung mit dem SErBER-
schen Kraftansatz [W =M, B=H, vgl. (4)] ver-
boten sind. Dann verschwindet der als zweiter Be-
standteil der Summe (72) auftretende Korrelations-
term. W zerféllt in diesem Falle in Faktoren:

W (py,p2) = [1/14(/4— 1)1R(py) R(ps) , (75)

und die Summe (74) erstreckt sich nurmehr tber
alle Einteilchenfunktionen der gleichen Teilchensorte
wie ;.

Wir wollen nun die R(p) fir unsere Einteilchen-
funktionen v; aus (61) wirklich ausrechnen. Die
Abhangigkeit der v; von y, z, s, t hat bereits die
Form, wie sie von den Funktionen (67) verlangt
wird. Wir konnen daher die Fourier-Zerlegung auf
die z-Abhéngigkeit beschranken und kiirzen ab:

Wi, =L~ 611 (s) 6m () €xp {L(ky y+ k, z) } . (76)

P ist klein. Wir entwickeln den Exponenten nach
Potenzen von P und erhalten bis zu Gliedern 2. Ord-
nung:

T (77)

a—p)

’ 271
Yo=%n Zexp_ﬂipﬂi {6np
»

A

+9, ,

P \2]  2P(—1)nts
1 == i
( ) ]+ hdn

)

1 P \2
(n—p2—1% +6"'”’”?(7A'>

(78)

kyn= (27/L) (n,n,,n,) bezeichnet den Impuls des Teilchens im Grundzustand, k,p = (27/L) (p, py, p-)
den Impuls im Schwingungszustand. Fiir die Entwicklungskoeffizienten a(Z, p;) (73) erhalten wir daher:

I a(n,, P) ]2 = (Snypy anzpz { (Snp (1

Dabei haben wir wiederum nur Glieder bis zur
2. Ordnung in P beriicksichtigt. 1 charakterisiert
die Impulszellen innerhalb der Fermi-Kugeln, die

** Genau genommen miifite es Impuls/A bzw. Wellenzahl-
vektor heiBen. Wir schreiben aber der Kiirze halber im-
mer nur Impuls.

2 p2 4 P*(n—p)? |
T R4 )

A — 1T |

(79)

zu den Einteilchenfunktionen im Grundzustand ge-
horen.

Das Ergebnis 1afit sich folgendermallen interpre-
tieren: Infolge der O;-Faktoren tragen nur solche
Teilchen zur Besetzung der Impulszelle D bei, die
bereits im Grundzustand Zellen besetzen, welche mit
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) auf derselben Parallelen zur Schwingungsrichtung
(2-Achse) liegt. Die durch die kollektive Schwin-
gung hervorgerufenen Zusatzimpulse haben also nur
eine z-Komponente. Die Besetzungswahrscheinlich-
keit R(p) hdngt daher von der Zahl der Impuls-
zellen ab, die auf einer solchen Parallelen innerhalb
der Fermi-Kugel der gleichen Teilchensorte Platz
finden. Alle anderen Summanden in (74) verschwin-
den. Darin steckt also eine Abhiangigkeit der R vom
Atomgewicht. Hinzu kommt noch eine Abhéngigkeit
der |a > vom Atomgewicht [vgl. (74), (79), (66)]
und von der Anregungsenergie iiber die Amplitude P.

Einfach diskutieren lassen sich nur die Fille, in
denen nahezu eine ungerade Anzahl von Impulszel-
len auf den Durchmesser der Impulskugeln entfillt,
weil dann die Approximation der Fermi-Kugeln
durch wiirfelformige Impulszellen besonders gut ist.
Da wir nur ,,Normalkerne“ [vgl. Gl. (26)] betrach-
ten, bei denen die Teilchenzahlen der Sorten gleich
sind, erhalten wir fiir folgende Atomgewichte eine
ungerade Anzahl z von Zellen auf dem Durchmesser
der Fermi-Kugeln:

z | 1 | 3 5 7
A 4 56 | 260 720
Tab. 3.

Auf die ersten beiden Fille ist unsere Theorie
schlecht anwendbar wegen der allzu geringen Teil-
chenzahl, da dann die Voraussetzungen fir das
Tuomas-FErmi-Modell sehr schlecht erfiillt sind.
z="T ist wegen der allzu groBen Teilchenzahl ohne
Interesse. Wir werden daher die weiteren Berech-
nungen auf z=35, d. h. 4 =260, spezialisieren und,
so gut es moglich ist, den Gang mit dem Atom-
gewicht angeben.

Wir bezeichnen mit hy, hy, h; diejenigen Ab-
stinde von der p,-Achse, in denen gerade 1, 3, 5
Impulszellen innerhalb der Fermr-Kugeln Platz
haben (Abb. 1). Wegen z=5 (s.0.) ist h5;=0.

Als Beispiel wollen wir die Besetzungswahrschein-
lichkeit in der Zelle P (Abb. 1) fiir p=>5 ausrechnen.

Sie setzt sich nach (74) zusammen aus den Betrag-
Quadraten der 3 Fourier-Koeffizienten: .

la(=1,p), |a(0,p)P, |a(+1,p)f,
denn es ist ny= —1 fiir n Zelle 4
= 0 fir ZelleB
=41 fir ZelleC,

/ %
T ' >p

Abb. 1. Erlduterung im Text.

Ri%,)-00052
Ri%k,)-0006%

R&,)-00067
A

Abb. 2. Die #uBere Begrenzung des Bereiches B entsteht

durch Verschieben der Fermi-Kugeln um 4%, bzw. —k, in der

Schwingungs (p,) -Richtung. Die p;-Komponente der Rand-

impulse wird also um die Lange einer Impulszelle vergrofert.

I: nahezu vollstindig besetzte Fermi-Kugel; II: Bereich B
der teilweise besetzten Nachbarzellen.

fir p=5 ergibt sich speziell nach Gl. (79)

a(—1,p)? l -0,02817,
a( 0,p)2 | =4P¥n*h* 42 .0 04081,
a(+1,p)2 ) 1'0,06450.

Fiir P* setzen wir die mittlere Amplitude aus Tab. 2
fir A =260 ein:

P2/h2 42 =0,0072
und erhalten
R(p) =|a(—~1,p)[2+|a(0,p)P+|a(+1,p)?
=0,00390.

’

Dieser Zahlenwert findet sich in der Tab.5 an der zu
pz=>5 ko und hy gehorenden Stelle.

Die Tab. 4 und 5 geben die Besetzungswahrschein-
lichkeiten der verschiedenen Impulszellen in Abhan-
gigkeit vom Abstand %; und der Impulskomponente
p: an. In der zweiten Spalte der Tabellen sind die
mittleren Wellenzahlen der Impulszellen angegeben.

Die Besetzungswahrscheinlichkeiten sind also in-
nerhalb der Fermi-Kugeln, d.i. oberhalb der ge-
strichelten Linie, praktisch unverandert gleich 1 und
auBen sehr klein. Den weitaus grofleren Anteil an
der Randauflockerung der FeErmi-Kugeln liefern die
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Impuls-| Wellenzahl Besetzungswahrscheinlichkeiten
kompo- ‘[ in fiir
nentepy 102 cm™ | hy | hy ; hs
| |
L0 ©0,999745  0,999928  0,999958
1k, 4,35 | 0,000092 = 0,999060  0,999890
2k, 8,70 0,000015 = 0,000840 = 0,997480
3k, | 13,05 | 0000006 0,000066 0,002370
4ky | 17,40 0,000003 = 0,000021 = 0,000153
5k | 21,75 | 0,000002 0,000010 = 0,000043
6k | 2610 0,000001 | 0,000006 ~ 0,000020

Tab. 4. Auflockerung der Impulskugeln, hervorgerufen durch
die lokalen Dichtedinderungen.

Impuls-| Wellenzahl i Besetzungswahrscheinlichkeiten
kompo- | in ; fiir

nente pz| 1022cm™ | hy hy hs

0 0 ‘ 0,98560 | 0,99601  0,99765
1k, 435 | 000520 | 099164 | 0,99720
2k, 870 | 0,00083 | 0,00640 @ 0,99219
3% 13,05 ‘ 0,000344 = 0,00136 | 0,00670
4k, 17,40 | 0,000189 | 0,000652 | 0,00157
5k, 21,75 | 0,000119 = 0,000390 ~ 0,000796
6 ko 26,10 | 0,000083 & 0,000263  0,000498

Tab. 5. Auflockerung, hervorgerufen durch die Stromungs-
geschwindigkeiten [Nédherung B, vgl. (79)].

Stromungsgeschwindigkeiten. Wir brauchen daher
nur diesen Anteil zu betrachten und schlieen daraus,
daB eine Naherung der Art B [s. den 2. Absatz
nach Gl (59)] die Impulsverteilung der Dipol-
schwingung vorziiglich wiedergibt.

Aus den Gln. (74), (79) folgt ferner, dal fir
groBe Impulse f gilt:

R(p) =1/k2. (80)

Wenn wir daher mit dieser Impulsverteilung die
kinetische Energie berechnen, so erhalten wir die
divergente Summe
E:Zh2k2/2m-l/k2. (81)
%
Der Grund fiir diese Divergenz ist in der Vernach-
lassigung aller Oberflacheneffekte zu suchen. Ein
scharfer Abfall der Dichte am Kernrand fithrt be-
kanntlich zu einer unendlichen kinetischen Energie.
Um dem stetigen Randabfall Rechnung zu tragen,
miissen wir R(p) fir groBle k so abdandern, dal} es
mit wachsendem k starker als 1/k* gegen Null geht.

Wir werden R(p) =0 setzen fiir alle nicht unmit-
telbar den Fermi-Kugeln benachbarten Zellen und
begriinden dieses folgendermaflen:

1. Legt man den Betrachtungen als Einteilchen-
funktionen diejenigen des Potentialtopfes mit un-
endlich hohen Winden zugrunde, so liefert eine Di-
polschwingung ganz analog zu dem oben Gebrach-
ten nur von Null verschiedene Besetzungswahrschein-
lichkeiten in diesen Nachbarzellen.

2. Die Schwingungsenergie kommt grofenord-
nungsmafig richtig heraus.

Wenn wir zu der Auflockerung der Fermi-Kugeln
nach (74), (79) die damit verbundene Energiednde-
rung ausrechnen, dabei allerdings nur die Nachbar-
zellen der Fermi-Kugeln beriicksichtigen und weiter
aullen R(p) =0 setzen, erhalten wir das folgende Er-
gebnis:

Fiir einen Kern vom Atomgewicht 4 =260 haben wir
eine Besetzungswahrscheinlichkeit von nahezu 0,0067
fiir alle Nachbarzellen der Fermi-Kugeln, soweit sie
iiberhaupt besetzt werden konnen. Deren Zahl ist fiir
jede der 4 Teilchensorten (2,5)22 7~ 39.

Nehmen wir an, daB die jetzt auBBerhalb der Fermi-
Kugeln befindlichen Teilchen im Grundzustand in den
Nachbarzellen innerhalb der Fermi-Kugeln waren, so ist
k;=0,435 10" cm ™! = k, = Kantenlidnge der Impuls-
zellen (11), und wir erhalten fiir die einzelnen Teilchen
den mittleren Energiezuwachs:

e (kg)?
AE=1/4n .

-[(2,5 cos #+0,5)2— (2,5 cos #—0,5)%] sin ¥ d¥ dep.

Der Radius der Fermi-Kugel betrigt 2,5 k;, und es ist
h2 ky2/2 m == 4 MeV.

Alsoist A’E = 10 MeV.

Damit erhalten wir insgesamt

A'E = 0,067-4-39-10 MeV=10,5MeV,
und fiir die Schwingungsenergie gilt nach Tab. 1 fiir
A =260

A'E = hw=11,1 MeV.
Es ist also nahezu

AE =how.
Wir miissen an dieser Stelle allerdings darauf hinwei-
sen, dal die potentielle Energie einen Beitrag von glei-
cher GroBenordnung zur Gesamtenergie beisteuert. Die

Schwingungsenergie kommt daher nur gréfenordnungs-
mifig richtig heraus.

4. Ubergangsmatrixelemente

Da zwischen den einzelnen Nukleonen eine Wech-
selwirkung besteht, wird sich im allgemeinen eine
bestimmte Verteilung der Teilchen auf die verschie-

Univ. x4
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denen Impulszellen im Laufe der Zeit dandern. Als
Wechselwirkung setzen wir die Zweikérperkrifte an
(2), (3). Die durch diese Kréfte vermittelten Stofe
zwischen Teilchenpaaren sehen wir als Ursache fiir
die Diampfungsbreite der Kern-y-Resonanzen an

(Abschnitt 2).

In diesem Abschnitt sollen nun die Ubergangs-
elemente, die zu solchen Stoflen gehoren, berechnet
werden. Ist b, ..., p4 eine der Impulskonfiguratio-
nen, aus denen sich die Anndherungsfunktion @ vor

wa=/(p:'or V(r) (W+MPy+BPy+H Py) rachdy ... dDg = (Py,..

dem Stof} zusammensetzt, und geht diese beim Stof}
iiber in p;",..., P4 , so haben wir als Wellenfunk-
tionen fiir diese spezielle Konfiguration:

Pvor = (A ') =iz Detik g (pia I)A) ) (82)
@nach = (4!) 7" Dety, @ (Di’, Vi) (83)
mit @ (P,)) aus (67). Nach der zeitabhingigen
Stérungsrechnung haben wir als Ubergangselemente

die Matrixelemente der Wechselwirkungsenergie
(erste Nédherung) :

-:pA; prl,a---,p,4/)~ (84')

Da wir es mit Zweikorperkraften zu tun haben, verschwinden nur diejenigen Matrixelemente nicht, in denen
sich hochstens zwei Impulse gedndert haben. Fiir diese erhalten wir unter Benutzung von (67)

Hyy=L8 [ttt n—tn p(|y —1,]) dry dty ¥ 0., () O, (13) O, (51) O (5)

Spe.als

(85)

+ (W 4+ M Py + B Py + HPy) dm,’ (1) S (1) Sy’ (51) O (55)

minus dasselbe unter Vertauschung von k,",m",n,

k/ ’ ' 4
9, My, Ny .

gegen

Wir betrachten zunachst den Ortsanteil des ersten Summanden, den wir abkiirzen mit

R(f,, L f1'a fz,) =L~6fe—i(llrl+l,r,—fl’t1—l,’ W

Die Integrationen erstrecken sich iiber das Kern-
volumen. Den Ortsanteil des zweiten Summanden
konnen wir entsprechend bezeichnen mit

Rt I 1 5}

Wir fiihren Relativ- und Schwerpunktskoordinaten
fir die beiden StoBpartner ein:

R=3(;—-15), T=1,-1,. (87)
Die zugehorigen Impulse sind:
Vor dem StoB: { =f, +f,, f=35({;—-1)
Nach dem StoB: &' =f,"+1f,/, t'=4(f/-£)

Wir erhalten dann:
R(fl L fz’) =L_6/’e—i($\9%+fr— KR -—f’r)V(r) dr dRi.
(88)

Infolge der kurzen Reichweite der Kernkrifte
kann man unter Vernachldssigung eines Anteils. der
von der Kernoberfliche herriihrt, die Integration
,dr® iiber eine Kugel mit der Kraftreichweite f als
Radius erstrecken. Dann 1t sich die Integration
iber ,,dN“ ausfilhren: diese liefert L2, falls der

K=8 (89)

Impulssatz

(86)

ty— o | ) Aty dis.

erfiillt ist, sonst Null. In Verbindung mit dem Ener-
gieerhaltungssatz folgt dann

k|=|¥]. (90)

Da das Potential nur von r abhéngt, ist es zweck-
milig, Kugelkoordinaten einzufithren und die ebe-
nen Wellen nach Kugelfunktionen zu entwickeln.
Wir bezeichnen mit ¥ den Winkel zwischen f und '

und erhalten nach einigen Umformungen:

8

R(,...

B
t,) = D filr,®) =L73 [ 4a(21+1)j; (kr)
=0 0

<V (r) r2dr P;(cos ) .

(91)

Ji ist die sphéarische BesserL-Funktion und P; das
Lecenpre-Polynom, beide zum Index L
R(f;,f,:£,. 1) erhilt man durch Vertauschung von
f,.f,. Diese bewirkt, dal f in —f iibergeht und
 in 7 — . Die Kugelfunktionen P;(cos ) repro-
duzieren sich bei dieser Ersetzung mit dem Faktor
(—=1)% so daB wir erhalten:

712

ROE.E: 8 8) = N i d) (1),

0

(92)

l

Il
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Setzt man (3) ein, so folgt fiir /=0
B
[ 2V (r) je2(kr) dr= —

0

(1/4k3) (2k B —sin 2k ).
(93)

Wenn wir nunmehr den SErBER-Ansatz [vgl. den Ab-
schnitt nach Gl. (74)] beriicksichtigen und die fiir
antisymmetrische Wellenfunktionen giiltige Relation

PM7W=Prsw=_PtPsa'L/} (94‘)

(S,,“ (tl) 6mz (12) 673; (31) am (52) (W +M Py +BPy+H Py) pEps 51121' (tl) 6111:’ (tz) (Snl' (51) 61::' (s9) -

anwenden, so konnen wir schreiben:
W+Mpm+BPB+HPH= (l_PtPS) (W+HPS);
(95)

darin bedeuten P*, P%, P! Austauschoperatoren fiir
Ort, Spin und Ladung.

Wir beriicksichtigen weiter, daBl der Spin- und
Ladungsspinanteil des zweiten Summanden in (85)

sich schreiben 1aBt als

(96)

Wir konnen dann fiir das Matrixelement (85) schreiben unter Benutzung der Abkiirzungen (91), (92):

WW_ Z](l(r"ﬁ)za

2

AQ=PPY(W+HPH[1+ (—1)])-6... .

(97)

Fir ungerade Drehimpulse verschwindet also jeweils der entsprechende Summand.

Die Drehimpulse I = 2 wollen wir von jetzt an unberiicksichtigt lassen, da sie infolge der geringen Reich-
weite der Kernkrifte keinen wesentlichen Einflul mehr ausiiben, in Ubereinstimmung mit der Tatsache,
daBl wir bis etwa 50 MeV die Streuung niherungsweise als isotrop ansehen konnen.

Damit wird

Hyw=— 2a/L3K3) (2kf—sin2k f) Z(Sm (s9)...

Sp...ts

An Stelle der 0,,(sq)...0y,(t,) fiihren wir nun
Eigenfunktionen ¢r,7,,s,s, zum Betrag des Spins
(S) und Ladungsspin (T) sowie zu einer Kompo-
nente (S,,7T.) ein, da sich mit Hilfe dieser Funk-
tionen die Wirkung der Austauschoperatoren leich-
ter formulieren 138t 9.

Wir kiirzen

(ngy...,my) mit nund (S,7,S.,7.) mitt (99)

ab und konnen schreiben:
(Sm (51) 6712 (82) 6”“ (tl) 6m, (t2) (100)

= Z ent @t (1 82t 15) .
T

Darin ist ey eine unitire Matrix. Fir ny=n, und
m, =m, wird speziell

{1 fir (S=T=1, S.,=n,, T.=m,),
€nt =

0 sonst,

(101)

da die O-Faktoren in diesem Falle parallele Spins
und Ladungsspins, also reine Triplettzustinde be-
schreiben. Die Anwendung der Austauschoperatoren
auf ¢, liefert:
(1—PtPs) (W +HP°®) ot

= [1— (-1 [P—

(102)

(=1)SH] pt=M; ;.

Oms (t) [(L—PSPY) (W +HP*)] 6, (sy)...

6!11 g (tz) .
(98)

Wir erhalten dann fiir die Summe iber die Spin-
und Ladungsspinkoordinaten in (98)

PRI LA (103)
Damit folgt
Hyw= D — (47/L3 k) (kB —Lsin2k ) M} e, .
t
(104)

Wir wollen nun noch |Hy, [*> bilden und iiber alle
Anfangs- und Endzustinde der Spin- und Ladungs-
spinkoordinaten summieren:

?wa= ' (16 n2/L8KkS) (k B- Lsin2k B)2| M, |2

(105)
Fir die M, erhalten wir Tab. 6.
1 T
M, fior 8=0 8=1
T T. S;=0 -1 0 +1
0 0 0 SW—H)
-1
1 0 2 (W + H) 0
41
Tab. 6
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Und damit erhalten wir
NI Mi2=3-4-(2W2+2H?) =5210 (MeV)2

t (106)
und
Z | Hs 2= (16 =2 B8/L8)- f(k B)- 5210 (MeV)2.
" (107)
Darin bedeutet
f(X) = E;’é;n”)z : (108)

Diese Funktion ist in Abb. 3 dargestellt.

05

MIRN

AX)03¢

Q2r

4

7 2 3 ' %

X——

T 2
Abb.3. f(X)= (f{”};}"‘f?){) _

Gl. (101) in Verbindung mit Tab. 6 zeigt, daf}
Hyw = (1 P2, Vo Py p2) =0 (108)

ist, wenn Py und p, zur gleichen Teilchensorte gehoren
(I'=S=0,1). Das ist, wie wir schon oben erwihnten,
eine Folge des Pauri-Prinzips in Verbindung mit dem
SerBerschen Kraftansatz, der Streuung fiir ungerade
Drehimpulse ausschliefit. Fiir gerade Drehimpulse ist
der Ortsanteil der Wellenfunktion symmetrisch beziiglich
der beiden Teilchenkoordinaten. Also mufl entweder der
Spin im Singulettzustand und der Ladungsspin im Tri-
plettzustand vorliegen oder umgekehrt.

5. Abzdhlung der Endzusténde
Wir wollen jetzt die Zahl o(p,,),) der End-

zustinde pro Energieintervall dE, in die ein Teil-
chenpaar beim Stof} iibergehen kann, durch Abzih-
lung der freien Impulszellen bestimmen. Da nur
Teilchen verschiedener Sorten zusammenstof3en kon-
nen (Abschnitt 4), brauchen wir den Fall, dali Py, b,
zur gleichen Teilchensorte gehoren, gar nicht zu dis-
kutieren. Da wir auBerdem nur ,,Normalkerne“ be-

trachten [s. Gl. (26)], fiir die die Fermi-Kugeln fiir

die Teilchensorten in gleicher Weise in Zellen ein-
geteilt sind, gelten die folgenden Betrachtungen un-
abhingig von der Zugehorigkeit der Teilchen der
Paare zu bestimmten Sorten.

Wir sahen bereits im Abschnitt 3, da} die Rand-
auflockerung der Fermi-Kugeln sehr klein ist. Wir
konnen daher bei der Berechnung von o(p;,),) in
guter Niherung annehmen, daf} simtliche Zellen
besetzt sind, fiir welche der Impuls dem Betrage
nach kleiner ist als der Grenzimpuls k,,:

ki<kgr’ (109)

dal} alle iibrigen Zellen aber unbesetzt sind.

Durch die Impulse f,,f, vor dem StoB ist die
Energie E und der Betrag & des Relativimpulses im
Schwerpunktsystem bestimmt, und beides sind Er-
haltungsgroflen, wie wir in Abschnitt 2 bzw. 4 ge-
sehen haben. Bezeichnen wir wieder mit & den Im-
puls des Schwerpunktes beider Teilchen, — eben-
falls eine Erhaltungsgrofle —, so liegen die nach
dem Energie- und Impulssatz moglichen Endzustédnde
auf einer Kugel mit dem Radius £ und dem Mittel-
punkt & &. Besteht zwischen &, f und f, die Relation

| 3R] —k|<kgr, (110)

so fillt ein Teil dieser Kugel in den bereits voll-
stindig besetzten Bereich von Zellen innerhalb der
Fermi-Kugeln (Abb. 4 und 5). Den restlichen Teil
der Kugeloberfliche bezeichnen wir mit F. Wir wer-
den im nachsten Abschnitt sehen, daff wir nur die
Fille zu betrachten brauchen, in denen nur einer der
Anfangsimpulse f,,f, innerhalb der Fermi-Kugeln
liegt, wihrend der andere auflerhalb liegt. Das fiihrt
zu den Bedingungen

| 4 — kg |[<k<[| 3R]+ Fer
B >ky®— (38)2

(111)
(112)

fiir den Bereich, in den die Teilchen gestreut werden
konnen.

Abb. 4. Tragen wir den Vektor ;=2 P von A ab, £,=P B

von P, so ist MP=F und ANM=MB=RK/2. Zur Herleitung

der Relation (111) legen wir P der Reihe nach in die ver-

schiedenen Schnittpunkte der Geraden AB mit der Ferwi-
Kugel T (oder II).
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Abb. 5. Zur Herleitung der Relation (112) betrachten wir
den Fall, da} P mit S zusammenfillt.

Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir fir
die Oberflache F der Kugel O auBerhalb der Fermi-
Kugeln

F=2ak(B+ 82— k) /|3 R].

Fir die moglichen Endzustdnde erhalten wir dann
das Phasenvolumen:

(113)

d® =Fdk L3 K3, (114)
und die Zahl der Endzustinde ist
AN =d®/k3=F dk(L/2 7)3. (115)
Unter Benutzung der Relation
E=h2K?/4m+hK*k3/m (116)
folgt fur die Dichte der Endzustinde:
o(|K|,k) =am/R?- (L2 )3 (117)

R+ GR)2 -k R

Wir konnen f und (& durch £, und %, und
9= <<(f; £,) ausdriicken und erhalten

oy, By) = m/h2 (L2 )3 (118)

: (1 (k12+k22) *kzrg)/i i 8 ! 2

6. Ubergangswahrscheinlichkeit und
Energiebreite

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit W liefert die
zeitabhingige Storungsrechnung die Formel

W= (2a/h) Y |Hoo |*5 (119)
-

H 44’ ist das Matrixelement der Wechselwirkungs-
energie, berechnet zwischen dem Anfangszustand @
und dem Endzustand @’. Die Summe erstreckt sich
iiber alle Endzustinde derselben Energie wie P. Ist
der Anfangszustand @ eine Linearkombination von
reinen Zustinden, so muB noch iiber diese gemittelt
werden. Wir erhalten daher

W= (2a/h). (120)
« 2 W Pigssns ) 3 [(Pyoee Pas¥sly < DAY
Pi...p, v.’...pA’

p; bezeichnet den Anfangszustand, p; den Endzu-
stand und (p;, ¥, p;’) das Matrixelement der Wechsel-
wirkung. Die Summen erstrecken sich iiber alle p;
und )/, fiir die die Determinantenfunktion @’ zur
gleichen Energie gehort wie .

Da wir nur Wechselwirkungen zwischen je zwei
Teilchen haben, liefern nur solche Summenglieder
Beitrage zu W, in denen sich jeweils ein Impulspaar
geindert hat:

W= (2:[/7’1)2 W(pss...

Dl---DA

: Z Z | (P bie, V0 pi) 2.

i<k Endzustinde

9pA)

(121)

Die Summe iiber die Endzustinde zerfallt in zwei
Teile:
1. in eine Summe im k-Raum, diese liefert
o(fy, 1),

2. in eine Summe iiber die verschiedenen Teilchen-
sorten Z .
=

In jedem Summanden von
i<k

andern wir die

Summationsindizes:

Pr<— P2

und erhalten nach Ausfilhrung der Summationen
iber alle moglichen Werte von ps...J4:

W = (2a/h) Z Z W (py,ps) 0(F1, E)

i<k P1P2

I, Vopd p)E. (123)

Die Summe iiber p; und p, kénnen wir wieder auf-
teilen in eine Summe iiber die Teilchensorten und
eine Summe im £-Raum; die Ausfithrung der Summe
tiber i, k liefert zundchst den Faktor 1 A4(4-—-1),
davon haben wir 4(A4 —1) verwendet, um W durch
R(t,)R(%,) (75) auszudriicken. Die R(f) sind die
Besetzungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Impuls-
zellen. Diese errechnen sich, wie wir in Abschnitt 3
sahen, aus der Dichteschwingung, und sind im
Falle eines Normalkerns [s. Gl. (26)] unabhéngig
von der Teilchensorte. Erstrecken wir die Summe
iiber alle Teilchenpaare (f,,f,) ohne Riicksicht auf
die Reihenfolge, so wird der Faktor & absorbiert
[fiir f, =f, wird o(f,, f5) =0], und wir erhalten mit
Hilfe von (54) fir die Energiebreite die Endformel:
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AE=27 N R(f)) R(f,) o(f. 1)
{tt
Db Vb BE (124)
nn’
Die auf der rechten Seite vorkommenden Faktoren
haben wir in den vorhergehenden Abschnitten dis-
kutiert.

An eine strenge Auswertung von (124) kann fiir
die in Abschnitt 3 erhaltenen R(f) nicht gedacht
werden. Nun sind aber auflerhalb der FErmi-Kugeln
die Besetzungswahrscheinlichkeiten aullerordentlich
klein und verschwinden fiir grofle k;. Wir konnen
daher in guter Naherung annehmen, daf} sich ein
Stoflpartner vor dem Stofl innerhalb der Fermi-
Kugel befindet. Fiir diesen konnen wir dann setzen

R(t,) =1, (125)

denn innen weicht R (f) nur sehr wenig von 1 ab.
Diese Ndherung kénnen wir auch so interpretie-
ren: Die Kollektivschwingung setzt sich im wesent-
lichen aus solchen reinen Impulszustinden zusam-
men, in denen sich in jedem Augenblick nur ein
Teilchen auflerhalb der Fermi-Kugeln befindet. Die
Wahrscheinlichkeit, daf} gleichzeitig 2 oder mehr

AE=2=n

B Sky, B <k<k,

ky? mit ky=2a/L=0,435-10' cm™! ist das Volu-
men einer Impulszelle. £ soll daran erinnern, daf}

L(k2+ k) —kg?= (L R)2+F*— ke, 20 (127)

bleiben muf}. Denn fiir

;(k12+k22) _kgr2<0 (128)

ist o(f;, ) =0 (vgl. Abschnitt 5).
Dem Ubergang von den diskreten f-Werten zur
kontinuierlichen Variabilitit von f, die sich in der

[ dt, [ dt kS R(E) o(f fz)zlmpa,m pe’

Teilchen auBlerhalb anzutreffen sind, ist verschwin-
dend klein.

StoBe zwischen den Nukleonen wirken nun in den
allermeisten Fillen in der Weise, dafl die Wahr-
scheinlichkeit, 2 Teilchen auflerhalb anzutreffen, ver-
groflert wird. Es kommen gelegentlich auch StéBe
vor, bei denen nachher je ein Stolpartner innerhalb
und aufBlerhalb der Fermi-Kugeln Impulszellen be-
setzen, aber diese Fille sind sehr selten, da innere
Impulszellen fast nie unbesetzt sind. Wir wollen
noch bemerken, dafl die Impulszustinde, in denen
2 Teilchen auBlerhalb der Fermr-Kugeln sind, in
Strenge orthogonal sind zu denen, wo sich nur ein
Teilchen auflerhalb befindet.

Die St6e bewirken also wirklich eine Zerstorung
der Dipolschwingung, und nur ein kleiner Bruchteil,
den wir in der Rechnung auf Grund der obigen
Vernachldssigungen nicht beriicksichtigen, ldft die
Impulsverteilung stationdr. Diese Bedingung ist
wichtig fiir die Anwendbarkeit der zeitabhidngigen
Storungsrechnung.

Wir wenden uns nunmehr der numerischen Aus-
wertung der Formel (124) fir AE zu und approxi-
mieren die Summen durch Integrale:

(126)

Ersetzung der Summen durch Integrale ausdriickt,
liegt der Gedanke der Mittelung der %-Werte inner-
halb einer jeden Impulszelle zugrunde. Dieser Uber-
gang ist nétig, um in Ubereinstimmung zu bleiben
mit der bei der Abzihlung der Endzustinde ange-
wandten Methode. Dort muften wir, um die zeit-
abhingige Storungsrechnung anwenden zu konnen,
ebenfalls kontinuierlich rechnen.

Wir setzen (107) und (118) in (124) ein und
erhalten

AE =2 2 (m/h?) (L/2 @) (4 7 3/L3)2- 5210 (MeV)2 ky 6
[ dfy [ A R(E) (b (k?+R?) — k) [(RB)/ | 4R]. (129)

F <k, <k

Die Funktion f(k ) ist durch (108) erkldrt und in Abb. 3 dargestellt.

R = Schwerpunktsimpuls der StoBpartner.)

A>L

(k =Betrag des Relativimpulses,

Wir schreiben df, =k,2sin® d? dp . Der Winkel = <t(f;,f,) kommt nur in den Faktoren 1/]} ]
und f(k ) vor. Zu festen Werten von k, und k; liefert dann die Integration iiber den Raumwinkel:

/sin D dP dep ko2« [(£y% + ko2) /2 — ko] |

— 4 k3 [F,y (ky, ky) /18] (130)

(K B)

_)
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Die Funktion F; wurde fiir einige Werte von %,
und %, nach der Gaussschen Methode 12 berechnet.

ky | ki=26ky, 28k, | 30k, 32k, 34k
2,4k, 011 | 532 | 987 | 13,13 15,24
22k, | — | 08 52 | 88 | 11,59
2,0k, | - | — | 1,74 | 535 | 807
18k | = == = 2,59 5,23
1,6 ky | ey == - 0,66 3,08
1,4 k, — - - — 1,55
1.2k, | = f = = - 0,58
1O0ky | = = - | = 0,05

Tab. 7. F, fiir verschiedene k; und k, .

Die Integration iiber k, fithren wir aus, indem
wir ndherungsweise das Integrationsintervall in Teil-

AE = (8/9)-1042 (MeV)? (22 m/h2) L3 %k, ™2 [ dky (5/kq) Fa(ky)- R(E,) .

Nun miissen wir R(f;) beriicksichtigen. Wir be-
zeichnen den Bereich auflerhalb der Fermi-Kugeln,
in dem R (f;) #0 ist, mit B . Wie wir in Abschnitt 3
gesehen haben, umfafit B nur Nachbarzellen der
Ferm1-Kugel; er hat die in Abb. 2 angegebene Form,
seine dullere Begrenzung entsteht durch Verschieben
der Fermi-Kugeln um + &y bzw. — kg in der Schwin-
gungsrichtung (p;), und man hat sich B rdumlich
rotationssymmetrisch um diese Achse erginzt zu
denken. Innerhalb von ¥ variiert R (f;) nur wenig:
von 0,0067 in der Mitte der beiden Teilbereiche bis
zu 0,0052 am Rande. Der Abfall von 0,0064 auf
0,0052 findet, wie ein Blick auf Abb. 2 zeigt, eben-
falls nahe am Rande statt. Wir machen daher nur
einen sehr kleinen Fehler, wenn wir im ganzen Be-
reich R(f;) konstant setzen:

R(f,) =0,0067 . (133)

Bei der Integration iiber f; missen wir nun die
Gestalt von B beriicksichtigen. Zu diesem Zwecke
fiihren wir die Gewichtsfunktion b (k) ein, die fol-
gendermalBen definiert ist: b (k) dk, gibt das Volu-
men desjenigen Teilbereiches von B an, der zwi-
schen k; und k,+dk, liegt. Wir erhalten Tab.O.
Dann verbleibt uns noch eine Integration tber den
Betrag von ;. Wir teilen dazu wieder das Integra-
tionsintervall, das sich von 2.5k, bis 3.5k, er-

12 C. Runxce u. H. Konig, ,,Numerisches Rechnen®, Berlin
1924,

intervalle der Lange 0,2 k, zerlegen und bilden:
Fy(k) = [ Fydky= (ko/5)" Y F,(ky) . (131)

Die Summe erstreckt sich iiber ky=24; 2,2... .
Wir erhalten dann fir F, folgende Werte:

ky (5/ky) Fy(ky)
2,6 k, 0,109
2.8 &, 6,126
3,0k, 16,878
3.2k, 30,538
34k | 45405
Tab. 8.

Fir AE erhalten wir

(132)
Ry > g
ky b (ky)
2,6 k, 1 9,225-2 ky?
28k, | 75252k
3,0ky | 56252k
3.2k, r 3,525-2 k2
34k,  1,225-2k?
3,6 k, 0
Tab. 9.

streckt, in Teilintervalle der Lange ky/5 und addie-
ren die Funktionswerte. Wir erhalten:

[ dky(5 Fy(ky) [ky) R(E,)
= [ dky (5 Fy(ky) [ky) - 0,0067 - b (k,)
= (2 n/S) ko3 - 0,0067 - 305,32 .

(134)

Nun ist nach (11) die Linge einer Impulszelle ge-
geben durch ky=0,435 10" cm ™! und £ durch (4).
Damit erhalten wir das Endergebnis:

AE = 6,42 MeV (135)
fir einen Kern mit dem Atomgewicht 4 = 260.

7. Diskussion des Ergebnisses

Wir wollen- zunéchst die Abhangigkeit der Ener-
giebreite vom Atomgewicht 4 abschitzen.
Dak, auf den Bereich kg, < ky < kg, + k, beschriankt

ist, kann auch %, im wesentlichen nur am Rande der
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Fermi-Kugel liegen: kg — ko < ky <ky. Die Zahl
der Summanden, die in Gl. (124) zu AE beitragen,
ist daher proportional der Zahl Z der Impulspaare
in diesen Bereichen. Wegen der Unabhingigkeit des
Grenzimpulses k,; von A erhalten wir:

Z~AT- A (136)

die Potenz 2/3 hingt damit zusammen, daBl wir
nach der Zahl der Zellen an der Oberflache der
Fermi-Kugel fragen. Die Faktoren f(kf) und
|4 &|7! sind nahezu unabhingig von 4, da die
GroBe von f und & im wesentlichen durch den Ra-
dius der Fermi-Kugel £, , der nicht von 4 abhingt,
bestimmt ist. Um den Zihler [1(k2+ky2)] — ke
zu untersuchen, setzen wir

ki=ketaky, ko=ko+0bkgy, (137)
0<a<l, -1 b<0.
Dann erhalten wir
{[3 (k2 + k)] —ke®} ko= (a+b) ke (138)

+3(@ 4% ko

a, b konnen wir als unabhéngig von A4 ansehen, da
fiir jedes 4 k; und k, die angegebenen Bereiche
durchlaufen, falls a, b die Intervalle (137) durchlau-
fen. Der in (138) wesentliche Summand (a+ b) kg,
hingt also nicht von 4 ab. Somit ist
{[3(k? + )] — kai?} (k B) [Ro |3 8| = Fy(cos )
(139)

ndherungsweise unabhingig von 4, da dieses fiir
die einzelnen Faktoren gilt. Bedenken wir, daf
L~ A" ist, so folgt

o(ky k)| (.., V,. JE~AT A2, (140)

R(%,) setzten wir gleich 1, so daB wir nur R(f)
untersuchen miissen. Hierfiir erhalten wir ndherungs-

weise (62), (74), (79)

R(E) ~ A", (141)
Damit ergibt sich insgesamt:
AE ~const+ A"+, (142)

Um die Genauigkeit der numerischen Rechnun-
gen abzuschitzen, untersuchen wir die 3 Integratio-
nen der Reihe nach. -

In Abb. 7 haben wir fir k£, =3,2k,, ky=2,4k,
die Funktion F, (139) aufgetragen. Die Integration
nach der Gaussschen Methode !2 liefert den Flachen-

70
barn

30+

70
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o3¢ N

95 70 15-70"em”

@ \/A
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01

0 cos ¥
-1 0 7
S-xlh,t,)
Abb. 7.
3 (k2 +ko2) —k,y? n
- 1|’§€/§2TE;' O f(kp) fiir ky=32k,, ky=2,4k,.

A: Gauss-Methode liefert den Fldcheninhalt des Polygons,
B: Verlauf der zu integrierenden Funktion.

inhalt unter dem Polygonzug (Abb. 7). Man sieht
deutlich, dal sich die Flachen unter den beiden
Kurven hochstens um etwa 2% unterscheiden. Wir
wihlten in dieser Abschitzung die speziellen Werte
ky und k,, da fiir diese der Beitrag zu 4E am grofB-
ten ist, der Fehler sich also am starksten auswirkt.
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Zur Abschitzung der Genauigkeit der Integration
tiber %, haben wir in Abb. 8 die fiir £, = 3,2 ky und
verschiedene k, berechneten Werte einmal durch eine
glatte Kurve und zweitens durch ein Stufenpolygon,
fiir welches unsere Integration in Strenge richtig ist,
verbunden. Die Abweichung der Flachen unter den
beiden Kurven voneinander betrigt hochstens 1%.

/
72r /

76

fiogl
4k
0 1 1 1 1 1 1
7% 16 18 20 22 24
£, o ——

Abb. 8. Zur Integration iiber k,.
Fi(%y, k) fiir ky=3.2kF,.

In Abb.9 kommen wir endlich zur Integration
iiber %, . DaB wir R(f;) =0,0067 = const setzten im
ganzen Bereich B, fiihrt fiir £, <3k, zu einem Feh-
ler von etwa 10%, im ganzen Bereich macht das
einen Fehler von etwa 3% aus. Hinzu kommt ein
Fehler bei der Integration in der Gréfle von 3%.

720

MV N
£, oy /| \

& N
/ .
25 30 35
£,/h, —=—

N

Abb. 9. Zur Integration iiber & .
Fy(ky) -b(ky)
k204

Ein weitaus groBerer und schwer zu iibersehender
Fehler wird durch den Ubergang von den diskreten
Impulszellen zum Kontinuum im Impulsraum ge-
macht, den wir schon bei der Berechnung der Dichte
der Endzustinde o(f,,f,) vornehmen muBten.

Das von uns berechnete 4E = 6,42 MeV kann da-
her etwa einen Fehler von 20% haben. Auch die Ab-
schitzung des Ganges von AE mit 4 macht keinen
Anspruch auf grofle Genauigkeit.

Eine gewisse Unsicherheit kommt nun noch durch
das Abschneiden der hohen Impulse hinein. Dieses
Abschneiden ist im Grunde deswegen nétig, weil
die Zahl der Endzustande fiir Paare mit hohen Im-
pulsen stark anwichst. Folge dieses starken Anwach-
sens ist, daf} diejenigen Impulse, die nur infolge des
unstetigen Randabfalls der Dichte kiinstlich herein-
kommen, grofle Beitrage zu AE liefern und so das
Ergebnis verfalschen wiirden. Die Unsicherheit be-
steht nun darin, daBl wir beim Abschneiden der
hohen Impulse vielleicht auch noch die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten der Nachbarzellen der Fermi-
Kugeln etwas abidndern mii3ten. Diese Abanderung
kann aber nur klein sein und liefert, da in unserer
Néherung die Besetzungswahrscheinlichkeit linear in
AE eingeht, nur eine kleine Korrektur [vgl. (124)
mit R(f,) =1]. Die GroBenordnung von AE bleibt
also unverandert.

Rechnet man mit der zeitabhingigen Storungs-
rechnung und dem Kraftansatz (4) den Wirkungs-
querschnitt fiir die Streuung zweier Nukleonen in
erster Naherung aus, so erhdlt man Werte, die fir
Energien von 20 MeV bis 40 MeV im Schwerpunkt-
system etwa um 50% hoher liegen als die experi-
mentellen Daten.

Dies ist ein Hinweis, da} die erste stérungstheo-
retische Naherung nicht ausreicht. Man konnte daran
denken, die zweite Nédherungsordnung hinzuzuzie-
hen. Fir die Rechnung ist dieser Weg wegen der
damit verbundenen Schwierigkeiten in der Auswer-
tung der Integrale usw. nicht gangbar. Wir wollen
daher eine andere Naherung besprechen, die diesen
Fehler korrigiert.

Wie oben bereits erwidhnt, gelangt man auch in
der zeitabhangigen Stérungsrechnung zu einem Aus-
druck fir den totalen Wirkungsquerschnitt der
Neutron — Proton-Streuung; falls Hy,, unabhingig
vom Streuwinkel ist, gilt:

o=(m/4nh?)2|Hy, PL6-4n. (143)
Darin ist H, das Matrixelement der Wechselwir-
kungsenergie und L? das Normierungsvolumen. An-
dererseits kann man die experimentellen Werte fiir
den totalen Wirkungsquerschnitt der Neutron — Pro-
ton-Streuung bis hinauf zu Energien von etwa
50 MeV im Schwerpunktsystem beschreiben durch

die Formel:

TR S 3. 1 1
T R Qar—dre k)2 4 T k2 (1as—3rsk?)2 4 |
(144)
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Fir as...r; haben wir darin die Werte gewahlt 13:
a;=—239-1008cm, r,=2,6 1073 cm,
a=+ 54-1008Bem, r,=1,73-10"3cm.

Diese gute Ubereinstimmung ermutigt uns, folgende
Néherung zu machen: Wir errechnen die in (124)
benétigten Matrixelemente nach Gl. (143) aus dem
* Wirkungsquerschnitt, und indem wir den totalen
Wirkungsquerschnitt aufteilen in je einen Anteil
fir den Singulett- und Triplettzustand, unterschei-
den wir auch Matrixelemente fiir den Singulett- und
Triplettzustand. Wir benutzen weiter die Hypothese
der Ladungsunabhéngigkeit der Kernkrafte und be-
achten, dal} infolge der Symmetrie des Hamirton-
Operators bei der Streuung keine Uberginge vom
Singulett- in den Triplettzustand oder umgekehrt
vorkommen. Wir nehmen weiterhin an, dal nur fiir
gerade Drehimpulse eine Streuung erfolgt. Diese
Annahme konnten wir bei unserer obigen Rechnung
aus dem SerBErschen Kraftansatz [vgl. Absatz nach
Gl. (74) und Gl (97)] folgern. Unter dieser An-
nahme ist also der Ortsanteil der Wellenfunktion
im Anfangs- und Endzustand symmetrisch, und es
dirfen Spin und Ladungsspin nicht gleichzeitig im
Singulett- oder Triplettzustand sein.

Das Matrixelement (104), das speziell fiir den
Ladungsspin-Tripleti- und Spin-Singulett-Zustand
lautet:

Hyys= — (47/L33) (k f— ysin2k f) 2(W — H)

und (145)
H\\'\",iz_(4‘n/L3k3) (kﬂ‘ %Sin2kﬁ)2(W+H)
(146)

fiir den Spin-Triplett- und Ladungsspin-Singulett-
Zustand, konnen wir dann ersetzen durch die Aus-
driicke, die wir aus (143) in Verbindung mit (144)
gewonnen haben:

Hy.s= (4 h2/m L3) (05)", (147)
Hy.t= (4dah2/mL3) (o). (148)
Wir erhalten dann statt (105)
H,2= (4ah?mL?)23(o;+0,). (149)
Die Funktion
g(k) = (05 + o) (150)

ist in Abb. 6 dargestellt. Die Auswertung der For-
mel (124) erfolgt nun ganz analog wie oben. Wir

13 S, Friicee, Ergebn. exakt. Naturwiss. 26, 165 [1952].

ersetzen in (130) die Funktion f durch g und er-
halten

[sin® dd dg ky?[ 3 (k2 + ks?) — ko] /[ 38| g ()
= 4k0301(k17k2)/189 (151)

wobei G, fiir einige Werte von k; und %, nach der
Gaussschen Methode (vgl. Tab. 7) berechnet wurde.

ky | ky=2,6k, | 28k, | 3.0k, 32k | 34k
| |
2.4 ky 030 | 1437 | 2484 | 32,80 | 3587
2.2k, - 213 1338 | 21,30 i 26,71
20k | — = 435 | 1238 | 18,10
1.8 k, - | = B 585 | 11,22
1,6 ky | = | = ] = 1,46 ‘ 6,37
1.4k, -~ | = s - | 315
1.2 ky - | - - - | 114
1,0 k, - - - — | o0

Tab. 10. G, fiir verschiedene k; und k, .

G, ist entsprechend F, definiert, und wir erhalten

an Stelle der Tab. 8 die Tab. 11.

ky (5/"0) Gy (ky)
2,6 k, 0,299
2,8 k, 16,497
3,0 k, 42,565
3,2k, 73,874
3.4k, \ 102,655
Tab. 11.

An Stelle von (134) erhalten wir dann
[ dky (5 Gy (ky) [ky) R(Ey)

= (271/5) k¢?+-0,0067 - 626,735  (152)
und das Endergebnis:
AE =5,55 MeV (153)

fir einen Kern mit dem Atomgewicht 4 = 260.
Rechnen wir die von uns fiir AE gefundenen Werte
auf andere Atomgewichte um, so erhalten wir

AE = (260/4)" - 6,42 MeV (154)
bzw. AE = (260/4)*- 5,55 MeV . (155)
A AEthvnrA AEkorr. AEnxp.
(154) (155)
197 7,7 MeV 6,6 MeV 6,3 MeV
209 7.4 MeV 64MeV | 54 MeV
Tab. 12.
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Die zum Vergleich herangezogenen experimentel-
len Daten sind der Arbeit von MontaLBETTI und
Mitarb. ¢ entnommen.

Im Rahmen unseres recht groben Modells — die
grobsten Naherungen sind wohl die Vernachléssi-
gung der Nullpunktsschwingungen und die Ab-
schneidevorschrift fir die hohen Impulse — dirfen
wir die Ubereinstimmung insbesondere der korri-
gierten Werte als gut bezeichnen.

14 F, Scuvoer, Z. Phys. 136, 445 [1953].

Man kann aus diesen Betrachtungen weiter erken-
nen, wie bereits in anderen Arbeiten ausgefiihrt
wurde 781415 - daf} fir die Wechselwirkung der
Nukleonen untereinander im Kern im wesentlichen
Zweikorperkrifte verantwortlich sind, wihrend die
Absittigung der Kernkrifte durch Mehrkorperkrifte
(oder auch durch einen ,,Hardcore“ der Kernkrifte)
erzeugt wird.

15 A. Frorian, P. UrBan u. K. WiLpermutn, Z. Naturforschg.
9a, 748 [1954].

Eine neue Methode zur Berechnung der Elektronenterme von Molekiilen

Von W. BinGeL

Aus der Forschungsstelle fiir Spektroskopie in der Max-Planck-Gesellschaft, Hechingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 59—70 [1957] ; eingegangen am 23. November 1956)

Es wird eine Methode zur Berechnung der Elektronenterme von Molekiilen entwickelt, die von
den exakten Eigenfunktionen des vereinigten Atoms ausgeht. Die berechneten Molekiilterme gehen
fiir verschwindende Kernabstidnde in die exakten Terme des vereinigten Atoms iiber. Es wird gezeigt,
wie sich Molekiil-Ubergangsmomente und Dipolmomente als Funktion der Kernabstinde im Rahmen

der Theorie berechnen lassen.

Eine der wichtigsten Aufgaben der Quanten-
chemie bei der Ermittlung der Struktur eines be-
stimmten Molekiils ist die quantitative Berechnung
seiner Elektronenterme, das heilt der diskreten
Eigenwerte der ScHrODINGER-Gleichung fiir die Elek-
tronen des Molekiils bei festgehaltenen Kernkoordi-
naten als Funktion der letzteren. Infolge der groen
mathematischen Schwierigkeiten, wie sie jedem Viel-
elektronenproblem innewohnen, ist eine vollstandige
Bestimmung dieser Abhéngigkeit im allgemeinen
nur fiir zweiatomige Molekiile durchfiithrbar. In die-
sem Fall ist der Abstand R der beiden Atomkerne
die einzige Kernkoordinate (auf die Richtung der
Kernverbindungslinie kommt es hier nicht an), und
die Durchfiihrung der oben geschilderten Aufgabe
ergibt dann die bekannten Potentialkurven E,(R),
aus denen sich dann spezielle Eigenschaften des
Molekiils, wie seine Dissoziationsenergie, der Gleich-
gewichtsabstand und sein Absorptions- und Emis-
sionsspektrum, bestimmen lassen. Bei mehratomigen
Molekiilen treten an Stelle dieser Potentialkurven
gewisse Potentialflichen in einem hoherdimensiona-
len Raum, und man beschréankt sich daher meistens
auf die Berechnung der Elektronenterme fiir eine
Kernkonfiguration. Das ist fast immer diejenige, die

dem Gleichgewichtszustand des Grundzustandes ent-
spricht.

Nun sind solche Berechnungen mit den beiden
konventionellen quantenmechanischen Naherungs-
verfahren, der ,Methode der Valenzstrukturen“
(HLSP-Methode) und der ,,Methode der Molekiil-
bahnen“ (MO-Methode), selbst fiir relativ einfache
Molekiile in bezug auf ihre Ubereinstimmung mit
den experimentellen Daten hiufig recht unbefriedi-
gend, und dies trotz des auch hier schon ziemlich
groflen Rechenaufwandes. Das gleiche gilt haufig
auch fiir die Berechnung der Elektronenterme von
Atomen mit dem HarTrREE- bzw. HartrEE-Fockschen
Verfahren des ,selbstkonsistenten Feldes“. In allen
Fillen wird unter Umsténden sogar die energetische
Reihenfolge der niederen angeregten Terme falsch
wiedergegeben. Als Beispiel hierfiir sind in Abb. 1,
die einer Arbeit von MorrirT! entnommen wurde,
die beobachteten vier tiefsten Terme des Kohlen-
stoffatoms mit den nach zwei verschiedenen Verfah-
ren berechneten verglichen. In beiden Fillen wird
die Reihenfolge der !S- und ®S-Terme falsch wieder-
gegeben.

1 'W. Morrrtt, Proc. Roy. Soc., Lond. A 210, 245 [1951].



